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Lieu, des sommets des coniques bitangentes à l'ellipse 

"HT +"k;; — I =o. 

Ces coniques passent par un point fixe P (x y') et Vun des axes est 
dirigé suivant le grand axe de V ellipse. Distinguer les différentes 
formes du lieu. (Concours académique de Poitiers.) 

La condition imposée que Tun dès axes soit dirigé sui- 
vant XX', revient à la condition de symétrie par rapport à 
cette même ligne, et cette condition sera satisfaite si la 
corde commune EF est toujours perpendiculaire sur OX. 

L'équation des coniques bitangentes et confondant l'un 
de leurs axes avec XX' sera donc 

^ + |l-i +X(a;-a)« = o, {i) 

a étant l'abscisse à l'origine de la corde EF. 

La condition pour ces coniques de passer par le point P 
(cet/) se traduit par la relation 

^-\-^-i+Kx'-cty = o (2) 

et les coordonnées des sommets dont on cherche le lieu 
vériâeront l'équation de l'axe parallèle à OT, qui est 

fa^^ = x{^ + x) — aX = o. (3) 

On aura le lieu en éliminant les paramètres a etjX entre (1), 
(2),(3). 
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Elimination. — Ecrivons, pour simplifier, les relations 
précédentes, sous la forme 

A + X(a5 — a)« = o ou )<{x — a)* = — A (1) 
. p ^x{aî' — a)*=o ou X(cd' — a)* = — P. . (2) 

-^+>(aî^a)=o ou X(a? — a) = — ^- (3) 

(on voit ce que représentent A et P) ; 

Aa« . 

X — a = ■■ 

formons le rapport (1) (3) - { ^ ^ _ ^^, 



cette valeur de a substituée dans (3) donne 



X = 



œ^ 



Aa* ' 

les deux paramètres a et X déterminés, Téquation (2) devient 

.^ *ûc* / , x^ — Aa*\* 

«♦ P.A = [ccx-a>»+ o' (^ + -!;-- i)J 
d'oîi réquation 

[f+i--K+f-]=[-+i^--]' 

Cette forme A.P = G* prouve à la fois que 

1® L'ellipse A= —r 4- -ri i = o, la parabole G= -r-— 

+ -^ — I = o et la courbe A,P — G* = o se coupent aux 

mêmes points; 

^ En ces points la courbe est tangente à Tellipse. 
- Déterminons ces points remarquables. 

Intersection avec Vellipse. — Il suffit de résoudre 

^- a» + 6« V~° 
œx' . y* 
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formons A — G =o, — r (^ — ^) = o ce qui conduit à c© 

a* 

résultat : les points d'intersection du lieu avec l'ellipse sont 

sur les droites î "~ , Lx 

( a? = a; (2) 

Le premier système donne les sommets B et B'. 

Le second système donne les points dont les ordonnées 

^'' . t 

Ces points seront réels si ce' < ± a. 

Ces points seront imaginaires si ce' >+ a ; 
au cas particulier où x' = a, les points se confondent. 

L'équation est bicarrée en y ; du second degré en ce, elle 
peut donc être résolue par rapport aux deux variables; cette 
particularité servira pour la discussion. 

Elle est symétrique par rapport à l'axe des x (évident à 
ptnori). 

La courbe passe parle point P (xy) et en ce point la tan- 
gente est horizontale (ce que nous vérifierons plus loin par 
le calcul). Ces deux remarques se justifient facilement. 

1® Elle passe par le point P. — En effet on peut déterminer 
une conique en ajoutant aux conditions de bîtangence et 
de symétrie (ce qui fait 3 conditions) deux autres conditions, 
celles d'avoir pour sommet le point P. Cette conique par- 
ticulière rentrera donc dans la famille considérée et donnera 
un point du lieu qui sera le point P. 

2® En ce point la tangente est horizontale, car les coniques 
considérées formeront dans le voisinage de P un ensemble 
représenté soit par la figure (a), soit par la figure (b). . ^ 
. Les coniques dû groupe (à) ont toutes l'axé p.arallele ï Oy, 
plus grand que celui de la conique particulière dont nous 
parlons. 

C'est le contraire pour le groupe (6). Dans les deuxcas,la 
courbe, lieu des sommets M, sera tangente à j/ = y. r 

Cherchons àont Jés tangentes horizont^ales: ' ' ":: f 






formons 



2X ^ / XX . y^ \ x' 

K^--)-^-(l^-')=° 





F<flf. a. 



Fffl'. 6. 



1« 



Cette relation est vérifiée par les deux systèmes de valeur 

0? = o 
y = ±6 
ce sont les points B et B' que nous avons déjà trouvés. 

^ ( CD = 0?' 

e'est-à-dire le point P (ou son symétrique). 
En résumé, l'ensemble des tangentes horizontales est 

(2/' - y') (y' - b') = o 

Tangentes verticales. — Résolvons l'équation bicarrée en y. 
y* . y*/ 2xx' X* y' \ x* /y« \ 2xœ 
6* ■•" 6«\ a* o» b* V a*\b* 7 a« 



p^'j 



X 



/t 



+ ^+lT = o 



11 — 
la condition B* — 4ÂG ^ o de réalité des racines donne 



I 



2XX a?' y " ('' J_ 4" 
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g?' /^y'' ^^ , 20X35' ce'* y* ^ 



ou en groupant les termes 

4x' — 4aRr' + a*P > o 
Ce trinôme admet des racines qui représentent des droites 
verticales tangentes et en même temps droites de séparation 
des points réels d'avec les points imaginaires du lieu. 
On a donc 

2 y 2 

2 2 ' 6* 

telles sont les deux tangentes verticales données par cette 
discussion. 

Pour que ces tangentes verticales existent, il faut que le 
point P soit compris entre les deux parallèles y = ±b. 

Les positions que le point P peut occuper par rapport à 
ces deux parallèles et à Tellî^se, vont servir de base à la 
discussion, en divisant le plan en régions ; chacune de ces 
régions imposera un caractère particulier à la courbe. 

Pour construire les tangentes verticales, on remarquera 
que I et D sont les milieux de PK et de PH. 

Car le point E, par exemple, intersection de Tellipse avec 
la droite y = y , a pour abcisse 

de sorte que X = — ^ — . 

^ 2 

Intersection du lieu avec oy. — Ces points sont donnés par 
on aura donc en général quatre points 
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y=±b 

il y aura donc toujours quatre points d'intersection. 

Intersection, du lieu avec ox. — Les points sont donnés par 
J'équation . 

qui conduit à 

Remarquons que l'équation (1) est de la forme 

f{xy) f{x,o) = {xfœ' + ofy + Zf, )S 

ce qui prouve que les points de l'équation (1) vérifient 
l'équation de l'ensemble des deux tangentes. Cette remarque 
servira beaucoup pour la construction des courbes. 
Si on résout l'équation (1) elle donne 



,'2 

==o. 



a? = — 



a* b ' 
a^\b^ ) 



ce qui montre que 

P < G le lieu ne coupe pas l'axe d^ia? ; 

P = o un seul point; 

P > o deux points d'intersection réô.s et distincts 

si 6* = v* un point rejette à oo; 

si 6^ < y* les deux racines i J sitives'; 

si 6* > j/'* les deux racines de signes contraires. 

Bien que le signe de (a?'* -rr- a') . n'ait pas une grande in- 
fluence dans la discussion qui précède, nous le considérerons 
et nous obtiendrons ainsi des points particuliers dans les 
régions caractérisées, à la fois, par le signe de (t/* — 6') et 
de P. Tpusles cas qui peuvent se présenter sont compris 
dans le tableau suivant. 



ID 



< o 



P = o 



P > o 



Oî > o 
0?'= o 

od = 
X < a 
X = a 

y* < 6' 



j/'« = 6« 



î/'« > 6* 
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y' > o 

1/' = o ^ on a toujours d'ail- 
y > o [ leurs t/'" < 6*. 



y r= o 



a; 
x! 

X 

x 
ac 

X 
X 

xl 



<a 
= a 

> a 

< a 
= a 

> a 
= o 

< a 
= a 

> a 



on a toujours d'ail- 
leurs t/'" < 6*. 



Nous allons indiquer rapidement la forme de la courbe 
ans chacun de ces cas. 








a;- > O 



i^ig. « 



Premier cas. P < o 



05 = o 



y' > Q 

y=:o 

!/' > o 
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(1) o?' > o et y' > o. Le point est quelconque. On place 
les tangentes verticales de telle façon que I soît milieu de 
PEy D le milieu de PH. La figure 1 indique la forme géné- 
rale du lieu. 

(2) X > o et j/' = o. Le point P est sur Taxe des X. Les 
deux tangentes horizontales se sont confondues et on a la 
figure 2. 

(3) a?' = o avec y > o. Le point P est sur Taxe des OY. 
La courbe est symétrique par rapport aux deux axes, le 
point est centre. La figure 3 indique la forme. 

(4) X =: o avec y = o. Le point P est au centre. La 

courbe offre en ce point un point double dont les tangentes 

sont 

œ* y* 

a' 6* 



(T+^)(-r-f) = ° 



c'est-à-dire les diagonales du rectangle construit sur les 
axes de Fellipse. La figure 4 rend compte de la forme. 




'A X ^ ^ l^ ?-^^--! ^ 





' 


r 




\r- 


> 


< 


>< 






1 





|. 






1 

ÎT' 


Fig. S. 




(x'<a 


Fig. 4é 


Deuxième cas. 


P = o 


} X 





x' = a 

1« Le point P est quelque part sur l'ellipse x' < a, l'é- 
quation se réduit à 



fxx y» \« 



— « — 



c'est donc le cas de deux paraboles superposées ; 



y 






XX 



Elle a son axe sur XX', et son sommet a pour abscisse 



X = 



X 



c'est le pôle de la droite EF, par rapport à l'ellipse (fig. S). 
^ X = o. Le point P est en B sommet de Tellipse. Le 

lieu se réduit à 



(^-)'=° 



Ce sont 10*5 deux tangentes en B et B'. 
3<» X = a. Le point P est en A 

X . w* 
a 0* 
est une parabole, son sommet S est en À, elle est donc tan- 
gente à l'ellipse en ce point. 





Fig, 5. Fig. «. 

Troisième cas. P > o ] j/'* = 6* 

( y'« > 6« 

(x' < a 
Première hypothèse. y'* < b* <x' = a 

(x > a 
ce qui veut dire que le point P est compris entre les deux 
tangentes y =±f>. 
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1® y < b avec x < a. Le point P extérieur à Tellipse 
reste dans le rectangle des axes. En se reportant à ce que 
nous avons dit sur les différents points remarquables et 
l'appliquant on obtient la courbe (fig, 6) dans laquelle 

PI = IK . 

PD=DH 

les points M et N sont sur les tangentes à Tellipse menées 
par P. Nous devons faire remarquer qu'il y a des branches 
infinies sans qu'il y ait d'asymptotes (droites asymptotes). 

2° y < b avec x = a. Les points de tangence du 
croissant avec l'ellipse se confondent en A^ ce que montre 
la figure 7. 

3<* y < b, X > a. Les points de tangence devien- 
nent imaginaires (on l'a vu lors de la discussion) et l'équa- 
tion est interprétée par la figure 8. 



X' 





Deuxième hypothèse. 



A 



( x' < a 
y* = bO x = a 
( x' > a 
L*équation s'écrit 

j/ = H- 6 font partie du lieu et il reste la parabole 
„ , b^xx , /a? * . \ 

y^+--^ -«>*(— + i) = o. 

!<» Dans le cas général j/'= 6, x > a. La parabole 
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ne touche pas Tellipse ; ses branches se dirigent du côté 
des X négatifs* 

2^ Dans le cas àe y -= b et x = a, son sommet est 
au point Â. 

3® Dans le cas de x < a, son sommet (toujours donné 
par rintersection de la tangente menée par P à l'ellipse, 




I 



Fig. 9. 




avec Taxe des x) est à droite de A et la'parabole est bitan- 
gente à Tellipse (fig. 9). 




i^Sv 




=\ \ 





Fig. 41. Fig. 4%. 

Remarque. — Dans ce cas de j/*' = 6'*, il y a, comme 

nous l'ayons déjà dit, un point d'intersection du lieu avec 
Taxe OX rejeté à l'infini. 
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Trotmm hypothèse, y'* > b». 

Le point se trouve en dehors des droites : y = + 6, on 

X = Q 



peut avoir 



^ ^x = a 



x' > a 

i^ y > b avec x^ = o. La courbe est symétrique 
par rapport aux deux axes ; les deux tangentes verticales 



(Y 



, ' /IP 



X' 




données par la discussion du radical sont imaginaires. En 
se conformant aux conclusions diverses que nous avons 
tirées sur ce cas, nous obtenons la courbe de la figure 10. 

2^ y > b avec x < a. Les points de tangence avec 
Tellipse. existent, ce qui donne la forme delà figure 11. 

3® y =b avec x = a. Les points de tangence se con- 
fondent en Â, ce qu'indique la figure 12. 

4® y =b avec x* > a. Les points de tangence sont 
imaginaires (fig, 13), 
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THEOREME DE TAYLOR 

Par M. P. Maasion. professeur à l'Université de Gand. 



On peat résumer les recherches des géomètres sur la 
démonstration (*) du théorème de Taylor, pour une fonction 
f{x) continue, ainsi que ses dérivées jusqu'à la n' de â?o à X, 
sous la forme suivante facile à retenir : 

I. Bfiste exprimé au moyen "d'une intégrale définie, — Posons 

ce qui donne, comme on le trouva suis peine, 

F(X) = o 

F(«„) = f{T) - \nx.) + li^nx.) + ^^~l^' r(^.) 

+ ...+ (^-^o)"-; ^,n-.^.)i 

' i.2...(n — i) ' 'J 

Mettons ces valeurs dans l'identité : 

F (X) — F (xo) = r F {x) dx 

et transposons quelques termes. Il viendra 

fÇL) = f(x,) +1^ fix.) 4- ^^ 7 ""Z nx.) 
+ '•• + ^^.7.^ -"> "-'> (-^''> + ""' 

J a?oI,2...(n — l) 

(*) Nous disons la démonstration^ parce qu'en réalité toutes les démonstra- 
tions proposées se ramènent à celles qui sont exposées ici ; et celles-ci elles* 
mêmes sont équivalentes entre elles; car le théorème de Rolle se déduit aisé- 
ment de l'égalité (1), et la seconde forme du reste de la première, quand on 
gonge qu'une intégrale définie est une limite de somme. 
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c'est-à-dire le théorème de Taylor avec la forme du reste de 
Laplace. 

IL Reste exprimé sans intégrale définie. — Il suffit d'appli- 
quer le théorème de RoUe : a Entre deux racines Xo, X d'une 
équation <ç(\) = o^ il y a une racine de V équation dérivée 
<p'(x) = o, si cp(x), cpYx) sont des fonctions continues de Xo àX », 
à la fonction 

.(p(ir) = Fa? + {X—x)P P, 
oh p est un exposant positif, P une constante telle que 
<p(a3o) = G. On arrive ainsi, par des calculs assez simples, à 
la formule 

I.2.. . (n — i) 

_. (X Xo)^ • »> / ^X / X 

Rn = — (i — Ô)«-P(iri), 

ï. 2. .. n p 

Xi = Xo-\-^ (X — Xo) étant une racine <p'(^) == o, intermé- 
diaire entre Xo et X. La forme de Rn, trouvée ici, due à 
M. Schlômilch, donne le reste de Lagrange, si l'on y fait 
p = n, le reste de Gauchy, si l'on y fait p = i . 



THEOREME D'ARITHMETIQUE 

Par M. F. I^andry* 



A la page o de son second supplément à la Théorie des 
nombres^ ayant pour objet le dernier théorème de Fermât, 
Legendre démontre que si a + 6 ne contient pas le fac- 

fln J. Jn 

teur n, le quotient ' ■ est premier avec a -}- b, et que 

a ~T~ 

si a + ^ contient le facteur n à la puissance v, le nombre 
an -[- jn contient ce même facteur à la puissance v -f- i- 

Dans ce dernier cas, le quotient — -, — r-T^- est premier avec 

nia-j-b) , -^ 

0+6. 
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Le nombre n est un nombre impair quelconque ; a ei b 
sont deux nombres premiers entre eux et, par suite, avec 
a -}- 6. 

Legendre procède en divisant a^'-{- b^ far a + 6. Voici 
une autre démonstration ; 

On pose a = a'\' b — 6 et on développe (a + & — b)^ par 
le binôme, en prenant a -\-b pour premier terme. On trouve 
a" + ft'» = (a + 6 —6)»» + 6*» 

= (a + 6)»— n(a-f 6)«-i& + ... + n(a + b) b^- \ 
puisque — 6*» détruit + &" • 

Il n'y a plus qu'à conclure en supprimant le facteur 
commun (a -{- b on n{a + 6) ). 

Il est clair que les mêmes principes ont lieu pour a^' — b^ 
et a — 6, puisqu'il suffit d'écrire — 6 au lieu de + 6 dans 
a» + 6" et a + 6. 



QUESTIONS D'EXAMEN 



Quelle est V expression la plus générale des polynômes du troi- 
sième degré qui pour les valeurs x=i, x=oe<x = — ^^i 
prennent les valeurs respectives i, — i et 2? 

Nous formerons d'abord le polynôme unique du deuxième 
degré qui pour les trois valeurs de x données, prend les trois 
valeurs i, — i et 2. 

Soient Ui, Uj, Ua les trois valeurs données; siX^, X„ X, 
sont trois polynômes du deuxième degré en oc, le polynôme 

X = U, X, + U, X, + U, Xa 
satisfera aux conditions données si on assujettit X^, X,, X, 
aux conditions suivantes : 

Pour oc = I , Xi = I , Xj = o, Xj == o 
Pour X = o, Xi = G, Xj = I, Xj = G . 

Pour X = — I, Xi = G, Xj := G, Xj = I. 

. En vertu de ces relations, on a : 

Xj = X^ (û5 -|«^ i)cèf et I = Xjt . 2 
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d'où Xi =^ — X (œ -{■ i). 

De même X, =X, (x — i) (ac + 0» ®' ^ = — ^« 
d'où X, = — (a? — i) (05 + 0; 

enfin X, = X^{x -^ i) x, et i == 2 X, 

d'où Xg"= -— a? (jc — i). 

2 

Le polynôme 
i = — a? (05 + + (^ — i) {x -^ i) -^ x{x— i) 

2 

prend ainsi les valeurs i pour a? = i , — i pour a; = o, et 
2 pour X = — I . 

Ce polynôme est d'ailleurs unique de son degré ; car deux 
polynômes entiers en x, du degré m, qui sont identiques 
pour plus de m valeur de x, sont identiques, quel que 
soit X. 

Cela posé, si Ton ajoute au polynôme précédent un poly- 
nôme entier en x du troisième degré s'annulant pour x =.i, 
a? = oeta?== — i lequel est par conséquent de la forme 
m{x — i)x {x -[- 0> on aura Texpression la plus générale 
des polynômes du troisième degré satisfaisant aux condi- 
tions données. 

En effet, tout polynôme du troisièi^ie degré satisfaisait 
à ces conditions sera totalement déterminé si l'on donne 
la valeur qu'il prend pour une quatrième valeur de x arbi- 
trairement choisie. 

Or ou peut toujours choisir m de manière que le polynôme 
x.(x + 



I C I » . ^^^^mtn^ 

2 



4 (x — l) (û5 -f- l) + ^ (05 — l) + 

m {x — i) a; (a? -j- i) 



prenne la valeur considérée pour la quatrième valeur attri- 
bué à X. 

Ce polynôme et le proposé, identiques pour plus de trois 
valeurs de a^, seront alors identiques quel que soit a;, g.q.f.d. 



Quand une équation algébrique à toutes les racines réelles^ la 
suite des dériéées peut remplacer la suùede Sturm, c'est-àr-dire 
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qu'il y a autant de racines comprises entre a et b, b > a, qu*tl 
y a de variations perdues quand on passe de la suite f(a), f(a), 
r(a) ... f»(a) à la suite f(b), f(b), r(b) ... f«(b). 

Si Ton prend, en efTet, la transformée en a? + a de la pro- 
posée, cette éqnaiion nouvelle admet les racines de la pro- 
posée diminuées de a. Soient a^, 04, . . • op les racines de la 
proposée qui sont inférieures à a; dans la transformée, les 
racines aj — o, a, — a, Op — a seront négatives ; si au con- 
traire op + i > o, oLp ^ i — a> o; donc les racines de la pro-- 
posée qui sont supérieures à a donnent dans la transformé^ 
des racines positives ; il y a donc m — p racines positives dans 
réquation en a? -f a, et p racines négatives; ces racines 
étant d'ailleurs toutes réelles, comme les racines a elles- 
mêmes, l'équation f .(x -}- û) = o, c'est-à-dire 

fia) +xr (a) + — r (a) +...+ '^' f (a) 

doit présenter, d'aprës le théorème de Descartes, p perma- 
nences et m — p variations. 

De même l'équation f{x -f- 6) = présentera, si a^, a„ 
... Op . . . ag sont les racines de la proposée inférieures à fr, 
q permanences et m — g variations. 

Donc, en passant de l'équation f{x + a) = P à l'équation 
f{x + 6) = o, il se perd m — q — (m — p) variations, 
c'est-à-dire p — q variations, ou en d'autres termes, un 
nombre de variations égal au nombre des racines comprises 
entre a et 6. 

Il résulte de là que, si toutes les racines de f{x) = o 
sont réelles, il se perd, entre — 00 et + 00 , m variations, 
c'est-à-dire que les dérivées jouent le mêpae rôle que les 
fonctions de Sturm, dans le cas oîi les racines sont toutes 
réelles. (Ge théorème est un cas particulier du théorème de 
Fourrier.) 

ZP -4— X? — I 

Décomposer -p \t / « a, — T ^ frd^ctions simples^ p et 

q étant deux entière quelconques. 
Le procédé de la division appliqué à ce cas général. 
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lorsque p et g ne sont pas donnés numériquement, est trop 
laborieux. Nous supposerons donc établie préalablement la 
possibilité de la décomposition, et cela posé, nous savons 
que Ton aura identiquement 

xP -\- x^ — î À • Al 



(x — i)» (a?« + i) (x — i)« \ {x — i)« 

Aj . Mx + N 

^ a; — I ^ ce* + I ^ 

X étant un polynôme, partie entière du développement, 
qu'il n'est pas nécessaire de connaître pour déterminer A 
Al, A„ M et N. 

On déduit de cette identité 

X? + x9— I = A(x* + i) + Ai(x — i) (x^ + i) 
+ k,{x — î)' {x^+i) +{Mx+Wj(x— ly 

+ X(a;— i)3(aî* + i) 

Cette relation ayant lieu quel que soit x, faisons x = i ; 

nous aurons i = 2A, ce qui fournit A = — . Prenons les 

2 

dérivées des deux membres ; ces dérivées de deux quantités 

identiques seront elles-mêmes identiques, et Ton aura 

pxP - "i -^-qx^ - ^ = 2A.x + Ai(cc* + 0+ ^Ajfo; — i) (a?'+ 

+ . . . -|- A^{x — i) . 2ir -|- kz{x — i)- . 2X 

les termes non écrits contenant tous x — i en facteur. 
Pour œ = I, il vient p + g — i = 2A1, ce qui fournit A^. 

2 

Prenons encore les dérivées des deux membres de la dernière 
relation; les résultats continueront à être identiques, et il 
viendra 

p(p — i) XP — ^ -\- q{q -^ i) iTî — 2 = 2A -}- 2kiX 

4- 2A2(a?*+ l) + •.. + 2A.iX -^ 2k^{cc —- l) 2X 

» + 2Ai(a; — i) + ^^^(x — i) 2x 

Pour a; = 1 , il vient - ^ 

P^P — H- î(9 — i) — I — 2(p +q — i)= 4A2 
.ce qui fournit . , 
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_ p* + g* — 3(p -I- ^) + 1 

4 
Les trois premières fractions étanl trouvées, on obtiendra 

M elN en faisant successivement dans Tidenlilé primitive 

X = -{- i et X = — t. 
Pour a; = -}- 1, on a tP + «î — i = (Mi -f- N)(t — i)* 
Pour CD = — t, on a {—i)P +(— »> — i =(Mt+N)(— t— i)» 
Cela revient à écrire que -f î et — i sont racines dé 
réquation ccP + ^ — i — (Mo? -f- N)(ac — i)' = o. 

Or si i est racine, — ï le sera également (M et N étant 
réels); il suffira donc de considérer la première équation 
qui est iP + t* — i = 2{Mt + N)(i + 

ou ^ -|_ i? — , =.2(N — M) + 2i(M + N). 

Gela posé, pour terminer la question, il faudra examiner 
les diverses hypothèses que Ton peut faire sur la parité de 
p et 9 relativement au nombre 4, Il serait trop long de les 
examiner toutes ; mais prenons-en quelques-unes pour 

exemples : . 

Soit p multiple de 4, (p = 4p') ; q peut en même temps être 
de Tune des formes 4g', 49' + i> 4Î + 2, 49+ 3 ; suppo- 
sons-le, pour fixer les idées, de la forme 45 + i ; on aura 

i = 2(N — M) + 2î(M + N), 
égalité qui donne 

N — M = o etM + N = — ; 

2 

d'oîi N = -^ et M = i-. 

.4 4 

Soit p multiple de|4, -|- i, et 51 multiple de 4, + 3; on 
aura — i = 2(N — M) + 2i{M -^ N); 

d'où N + M = o etN— M = i-, 

2 

c'est-à-dire N = — — et M = — 

4.4 
et ainsi de suite. 

Enfin, pour avoir X, on réduira les quatre fractions com- 
posantes en une seule ; on retranchera la somme de la frac- 
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tion proposée, et le résultat, qui sera un polynôme entier, 

sera X. 
En supposant p > 9, X est identiquement nul sip < 5. 
C'est une quantité numérique si p = 5. 
Enfin c'est un polynôme si p > 5. 



En considérant te série harmonique 

— — -4- — -4- -—r- -f- "T" ^"~ "f 1 "7" • • 

i'^23' 'n'n-f-i' 

et appliquant à cette série te théorème 

Lim-îi^i±î-=LimK uo 

Un ' 

•n a lim — ; — - = lim y — - 

n -4- I ' n 



ou lim 



-f 



i-j-^) limy/n 



La limite de i -| pour n infini est i ; on aura donc 

I 



lim y n 



Vn 



d'où l'on conclut que la limite de y ^ P^^r n infini, c'est-à- 

I 

dire la limite de a? ^ pour ce infini, est l'unité. 

On a demandé aux examens de trouver, sans recourir à 
l'emploi des dérivées, quelle est la limite de l'expression 

pour m infini, x étant un nombre fixe donné, et p un 

entier positif quelconque. On peut appliquer à cette question 
un procédé analogue au précédent. 
Si l'on considère la série 



— u — 



on a -1— = ( — ; — ) = — — 

Un \ n + I / / I Y 

\i + n ) 



V^= r^ = y 



et 

riP 



Par suite, lim = ^ ._l, 

(i + ±J lim ^ni- 

et comme lim ( i -| ) = i, lim K/tW = i. 




Gela posé, obserrons que 

nff 



La limite de Kim est i ; donc la limite de — ^Ls est x. 

Il en résulte que la limite de est celle de cd^i si donc 

or est > I, cette limite est l'infini ; si x est < i, elle est o; 
enfin si ce = i , elle est Tunité. 

La question de la recherche de la limite de ,11 est ana- 

logue à la précédente ; car — = = — j-. Elle n'en est 

m\m — 

m 

pas un cas particulier, puisque nous ayons supposé p entier. 
Mais il est facile de se conyaincre, en répétant le raisonne- 
ment, que la démonstration s'étend sans restrictions au cas 
oh p > I sans être entier. Par conséquent, la limite de 

CD 

— j- est celle de a;"», c'est-à-dire l'infini pour ce > i , o pour 

«."^ 
m 

ce < I , et I pour ce = i . 
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QUESTIONS PROPOSEES 



1. — On considère un cercle M, un diamètre fixe AB, 
et la tangente GC à Textrémité B de ce diamètre ; par le 
point A, on mène une transversale qui rencontre le cercle 
en D, et la bissectrice de l'angle DAB, qui rencontre en H 
la tangente CC ; soit le centre du cercle inscrit au trian- 
gle ADB, et A une droite perpendiculaire à AO en ce 
point 0; cette droite A rencontre le cercle décrit de B comme 
centre avec BH pour rayon en deux points. Démontrer, que 
le lieu géométrique décrit par Tun de ces points est une 
droite, le diamètre AB; l'autre point décrit une strophoïde. On 
démontrera cette double propriété par le calcul et par la 
géométrie. (G. de Longchamps.) 

2. — Deux paraboles variables sont assujetties : 1*^ à 
avoir leurs axes parallèles et à une distance donnée l'une de 
l'autre; 2**. à se couper orthogonalemçnt en deux points. 
Trouver Taire minima comprise entre les deux courbes. 

3. — Mener par un point donné une droite telle que le 
segment intercepté par une parabole donnée soit maximum 
ou minimum. Lé problème admet trois solutions. Trouver le 
lieu des points du plan pour lesquels deux des solutions se 
confondent : ce lieu, du quatrième degré, partage le plan en 
deux régions ; discuter le problème lorsque le point donné 
est dans Tune ou l'autre de ces régions. 



Le Rédacteur-Gérant, 
J. KŒHLER. 
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COURBES DIAMETRALES ET TRANSVERSALES 

RÉCIPROQUES 
Par M. Ci. de EionyehantpB* 



1. — Nous avons déjà exposé dans co journal (*) quelques 
applications des transversales que nous nommons réciproques, 
et nous avons fait voir dans l'article que nous rappelons, 
comment on peut au moyen de ces transversales construire, 
par un procédé commun, les tangentes aux courbes suivantes : 
Cisso'ide, Stropho'ide, Concho'ide, Lemniscate; et généralement 
à toutes les courbes que nous avons appelées concho'idales (**) 
et nous avons fait remarquer à ce propos que les quatre 
courbes citées ne sont en effet que des cas particuliers 
d'une génération qui les donne toutes par une définition 
qui dérive de celle qui a été imaginée par nous pour engen- 
drer les conclioïdalcs. 

Pour rendre plus facile la lecture de cette note, nous rap- 
pelons que nous nommons transversales récipivques deux 
droites A, A', définies ainsi : Soit ABC un triangle et A une 
transversale rencontrant les côtés AB, AG, BC, respectivement 
aux points G', B', A : si Von prend le point G symétrique de 
G par rapport au milieu de AB e/, de même, B" et A', il ré' 
suite du théorème de Ménélaûs et de sa réciproque que les trois 
points A',B",G" a^n5^ construits sont situés sur une même droite 
A'. Réciproquement, si l'on donne A' et si l'on répète avec 
cette droite la construction que nous venons d'indiquer, on 
retombe sur la droite A et, pour ce motif, nous avons autrefois 
(***) proposé de nommer ces droites transversales réciproques. 

2. — Gette définition, qui suffit à l'intelligence des applica- 
tions nouvelles que nous allons donner, étant rappelée, nous 
dirons quelle est, à notre avis, la définition la plus géné- 



{♦) Année 1880, p. 272. 

(**) Nouvelle correspondance mathématique, 1879, p. 145. 

(***) Annales de l'Ecole normcUe supérieure, t. III, 1867 

^ JOURNAL DE BlÂTH. SPÉG* 1882* 
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raie des courbes que Ton peut nommer courbes diamétrales 
parce qu'elles se rattachent, mais en les contenant comme 
cas particulier, aux courbes habituellement désignées par 
cette dénomination. 
Imaginons trois courbes /*, ç, ^y situées dans le même plan 

et une droite A qui est mobile 
dans ce plan, mais en res- 
tant constamment tangente 
à la courbe f; A rencontre 
cp en un point A et ^}; en un 
point B; soit I le milieti 
de AB. Le lieu décrit par ce 
point I est ce que nous nom- 
mons une COURBE diamétrale^ 
quand la cou7*be f se réduit à 
un point 0. 

Dans le cas particulier oîi 
le point s'éloigne à l'infini, 
lorsque les droites A, en 
d'autres termes, se meuYeni parallèlement aune direction fixe ^ei 
lorsque les courbes cp et <]^ se confondent avec une conique, 
le lieu du point I est une droite nommée diamètre; de là le 
nom de courbes diamétrales, que nous proposons pour 
désigner les lieux géométriques engendrés comme nous 
venons de le dire. Ce mot est employé d'ailleurs, 
mais dans un sens plus restreint que celui ou nous 
nous sommes placé. Si l'on suppose en effet que le 
point s'éloigne à l'infini et que <p et ^ se confondent 
en une seule courbe, le lieu des milieux des cordes parallèles 
h une direction fixe dans une courbe donnée F de degré m 




Fig. 4, 



est, on le sait, une courbe de degré 



m{m — I ) 



, dite courbe 



diamétrale. Nous proposons donc en définitive, et pour 
éviter la création d'un mot nouveau, de généraliser cette 
définition et de nommer courbe diamétrale le lieu des 
milieux des cordes qui s'appuient sur deux courbes données 
dans un plan en passant constamment par un point fixe. 
3. — Nousallons montrer qu'on peut toujours, avec la règle 
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et le compas, construire la tangente en un point donné d'une 
courbe diamétrale : il est sous-entendu que Ton suppose que 
les tangentes aux courbes 9 et t}^ qui ont engendré la diamé- 
trale considérée peuvent être tracées elles-mêmes avec la 
règle et le compas. 

Considérons un triangle ABC, et une transversale A; 
prenons BR' = AR et GQ' = AQ. 

Dans le triangle AR'Q' on pourra considérer PQR et BG 
comme deux transversales ré- 
ciproques de ce triangle: on en 
conclut que les points P et F 
sont symétriques par rapport 
au milieu de R'Q'. G'estcette re- 
marque géométrique que nous 
allons utiliser. 

4. — Considérons deux cour- 
bes quelconques (p et ^ et un 
point fixe ; ayant mené un 
rayon vecteur OAB, ayant pris *^' *" 

le point I milieu de AB, le problème que nous nous sommes 
posé est celui qui se propose de mener la tangente en I au 
lieu décrit par ce point quand OAB tourne autour du point 0. 
Prenons une transversale voisine OAB' et déterminons 
les points G et G' par la condition BG = OA, B'O' = OA'; les 
points H, H' seront symétriques parrapport au milieu de GG'. 
Supposons maintenant que les points AA' se rapprochent 
et viennent se confondre, nous obtiendrons à la limite la 
figure suivante. 

La droite AA' devient la tangente en A à 9, BB' la tangente 
en £ à t{/ ; c'est-à-dire les droites AT et BT de la figure 4. Le 
point G reste fixe et est défini par la condition BG = OA. 
La droite HH', et par suite la droite II' qui lui est parallèle, 
prend une direction telle que, passant par le point G, elle 
soit partagée en deux parties égales, par ce point et les 
droites AT et BT. Si, par conséquent, on construit, comme 
l'indique la figure 4, le parallélogramme GPTQ, la limite de 
ir, la tangente au point I, par conséquent à la diamétrale, est 
une droite A, menée par ce point et parallèle à PQ. 
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5. — Le cas où les cordes considérées restent parallèles à 
une direction fixe doit être examiné particulièrement, car 
alors le point G' est éloigné à Tinfini et il faut montrer com- 
ment la construction précédente doit être modifiée. 





Fig. 3. 



Fig. A. 



\t Supposons donc que le point (fig. 4) s'éloigne de plus en 
plus et considérons la droite TC qui passe par le milieu de 
PQ. Menons TC parallèle àPQ,les quatre droites TC, TC, 
TP, TQ forment un faisceau harmonique. A la limite le point 
étant porté à Tinfini et, par suite, le point G lui-môme 
s'étant éloigné à l'infini; la droite TC a pour position limi- 
tée une parallèle aux cordes considérées menée par le point 
T, et la droite TG' la droite conjuguée harmonique de cette 
direction, par rapport aux droites TP et TQ. On connaîtra 
donc encore la direction de la droite II'. 

6. — Remarque, — En appliquant la construction précédente, 
il faut hien ohserver que les droites BG etOA sont égales et 
dirigées dans le même sens. Ainsi si le point est situé entre 
les points A et B, il faut prendre le point G dans la direction 
BO et non plus dans la direction OB. . 



PROBLÈME DE GEOMETRIE ANALYTIQUE 



On considère deux coniques homothétiques, tangentes à Ox, à 
Vorigine, et des coniques doublement tangentes à chacune d* elles. 
Par un point fixe P de Ox, on leur mène des tangentes. Lieu des 
points de contact. (Concours académique de Poitiers.) 

L'équation générale des coniques bitangentes à deux coni- 
ques données S = o, S' = o, 
est 

Q2 _ 2^ (S + XS') -f (JL^P^ = o (a) 

dans laquelle jx est un para- 
mètre variable, X une des raci- 
nes de réquation en X, et P, Q 
deux facteurs linéaires dont le 
produit est S — XS'. 

Gela posé, les deux coniques 
données ont pour équations 

x^-}-ky^ +2Cy=oi 

œ^ +Ay^+ 2G'y — o) ^'^ 




L'équation en X est 

I — X 



o 
G — XG' 
o 



= o 



o 
o A — AX 
o G — XG' 
ou (i — X) (G— XG')« =0 

Cette équation a donc une racine simple X = i et une 

double X = 



a 



A chacune de ces racines correspond un faisceau de co- 
niques bitangentes; nous allons donc les considérer suc- 
cessivement. 

Premier faisceau de coniques doublement tangentes. 

La valent" X =2 i donne PQ = 2(G — C')î/, nous poserons 
P M a (Û —0'), Û ■■ y, et ré quation générale (a) devient 

yi ^ 4,A (ûB« 4. Ay« + STÛï) + 4t** (C + C')« « ô, (8) 
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On peut d'ailleurs vérifier cette équation, en cherchant 
son intersection avec a?» -j- ^2/* + 2 Gî/ = o ; on trouve la 
combinaison [y + ^ia (C — G')]'* = o. De môme avec 
x^ -j- Ay* -\- 2G'y=o on ala combinaison [j/. — 2|x{G — G')]*=o. 
Ce qui donne, en passant, ce théorème : Les deux cordes de 
contact d*une conique bitangente, sont symétînqueme^it placées par 
rapport à Ox. 

Si ron désigne par d la distance OP, la polaire du point 
P aura pour équation 

4u.dx + 2JX (G + G')y — 4(^.^ (G — G')* = o 
ou, en divisant par {/., 

2dx + (G + G') t/ = 21L (G — G')*. (3) 

[Au facteur (x que Ton supprime, correspond pour le lieu 
y = 0, résultat qu'on pouvait prévoir.] 

Remarquons que cette polaire reste toujours parallèle aune 

direction fixe quand la conique (2) 
varie. Gette direction peut même 
être construite géométriquement. En 
effet, parmi les coniques du faisceau, 
se trouve le système des tangentes 
communes AB, AG, et la polaire 
correspondante AD se construit 
avec facilité. Gette remarque nous 
sera utile. 
Revenant au problème proposé, 
le lieu s'obtiendra évidemment, en éliminant (x entre les 
équations (2) et (3), ce qui donne 

y\G - ay = 2{x^ + Ay- + CTCy) (2rfx+ il+lYy) 



D 




OU bien 



— (2dx + C + GyY 



[x^ + Ay^) {2dx + G -f- C'y) = 2(d''x^ — GG'y^), (4) 
Le lieu est donc une cubique ayant pour point double 
l'origine. Nous allons discuter ses principales formes. 

Premier cas. — Les deux coniques sont des ellipses, c'est- 
à-dire A > 0. Il n'y a qu'une asymptote réelle, parallèle à 
2dx 4- (G + G) !/ = o. 

Si G < o et G' > o (fig. i), l'origine est un point double 
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isolé. Il n'y apasde courbe à gauche delà droite 2(lx-i-C-\-C'y 

La conrbe passe au point P, aux points de conlact des 
taogenles menées de P aux deux coniques données; enfin 
au point À défini dansla remar- 
que faite plus haut. 

En résumé, elle a la forme 
de la figure 1. 

SiroQabIafoisG<o C < o, 
c'est-à-dire si les deux ellipses 
sont d'un môme côté de Ox, 
l'origine devient un point 
double réel dont les tangentes 



~ = T= servent à sépa- 

rerle plan en régions. Le lieu 
a la forme S. 

Deuxième Cas. — Les deux coniques sont des hyperboles : 
A < o. 



Nous aurons encore un point double réel ou isolé, suivaiil 
que OC > o ou < o. Le plan sera séparé en régions parles 
droites a* r|- Ay' = o (directions asymptotiqucs des hyper- 
boles),' 2dx — (C -{- C)y = o, et, suivant les cas, par (i'.rV 



^ GCy\ Dans ce cas, enfin, les trois asymptotes sont n 

les deux DouveUessont parallèles aux droites a:'-|- Ay* =0. 



^" 



Troisième Cas. — Enfin supposons qu'on ait donné deux 
paraboles, c'est-à-dire A ^ o. Alors l'équation (4) devient 
x^[2dx + G~+Vy] = 2(rf'x' — CG'y'). 
Elle présente des formes analogues ans précédentes. 

Deuxième faisceau de coniques. 
Occupons-nous maintenant de la dcuxiùine racine de 
t'cquation en i : X = -^ . Elle donne 

PQ = {C - G) (œ' + Ay') 

= (G' - G) (X -f- yv^ - A) (X - W - A) 
et l'équalion (a) devient 
j.. [œ + yY ~I]- - a;* [(G + G') {x^ +_Ay') + 4 CCy] 
H-(G'-C}'(Œ-yï^-A)'sati (8) 

bu» en l'ordoimsUl par rspport b £ et yi 



- 4!/'[C- _ c + 2[i fi + c- + ^'l - 2a!vv'^^lS':^' 
— l»"] — 8i«0Ci, = o 
La polaire du point P a alors pour équation ; 

da, [c-c - if cT+c- + .».) _ j [i^/ 3r(tf^rc' 

-!"■) + 4? CCI = o 

m *»• (œ + j v/ _ A) _ 3|. [(C + C')iia! + aCCi,) 
+ (( (fi- — C)' (X — j, v/ — A)= o. 



Éliminant [a entre (5) et (e), on obtient : 
ld(C - O- (a^ = Ay) y vCTa]- 
= I d(a; + sv' - A) [(C + G) jm' + Ay< ) + 4 OO/j] 

- (» + » )' - A)' [C+1C' (te + 3 œj] ) 
I (C- - C)- (a; - 9 l'-A)- [(C + C) *n + 200-!,] 
-i(C--C)' {x-y^^^Â)Ha + Ctlx' + ky') +4 CC'y] j 
ou, en supprimant le facteur (C — C)* (x' + Ay^) , 

JOUHNAL Dl MATH. SPÉC. 1883. 3. 
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— Ady (C — G)» (a?» + Ay») 

= I d(C + C) (X' + Aj/') + 4dGC ry 

— (œ -f î/ y/ — A) [G + C dœ + 2CGy] \ 

! (a? — y y/ — A) [G+lr «fcc + 2GG'î/] 

— d{G 4- C) (ce» + AyV — 4dGC'î/ j 
On peut encore aapprimer le facteur y* : 

Ad» (G' — G)» (x* 4- Aj/«) = A [<iœ G'+G^ + 2GG'y]' 

+ [kdy (G + G') — sGC'a; + 4 dCG']> 
ou, enfin, toutes simplifications faites, 

(x* + Aj/«) (Ad» + GG') + 2Ad« (G + G') y 

— 4dGG'(aî— d) =0; 
la seconde partie du lieu cherché se compose d'une conique 
homothétique aux proposées. 

" ■■ ' ■ ■ I II I Hll ■ 



QUESTION 354 



1. — Posons 



S„= ,+± + ^4. . 



•+T' 



et considérons le carré 



I I I 
234' 


• • • • 




I 

n 


I I I 
234 


• 




I 

— I 
n 


I I 

"3'T 




I 
n 


I 
I — 
2 


t I I 
n" T T " 


• « • 




I 


n — I 



B 

où les termes de la série harmonique sont écrits d'après 
une loi que la figure rend évidente. 
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La somme des nombres renfermés dans ce tableau, 
nombres comptés par colonnes horizontales ou colonnes 
verticales, est évidemment 

wSn; 
si, d'autre part, on les compte par tranches parallèles à la 
diagonale AB, on trouve que chacune de ces tranches, 
jusques et y compris la diagonale AB, donne un résultat 
égal à I, ce qui fait une somme égale à n, à laquelle il 
faut ajouter les tranches qui suivent AB, lesquelles sont 
respectivement 

n — I n — 2 n — 3 2 i 

I 2 3 n — 2 n — I 

On a donc l'identité, facile à vérifier directement, 

a 



nS„ =:n + 1^ — j 1 !-••• + 



n — 2 



+ T^} (*) 



2. — Posons n = 2p. 

Le crochet renfermera 2p — i fractions; Tune d'elles, 

celle du milieu, est égale à — = i et Ton peut écrire, en 

groupant les fractions à égale distance des extrêmes, 

2p— i , I 



2p — 1 



+ iPzii+ ^ 



2p . S21, =: 2p + I + \ 2 2p 



+ P+' + ^ 



p_ I p+ I * 

Or, on a identiquement, quel que soit x, 

2/? — X , ^ (2p — ^)^ + Oî* 4p^ 

ac 2p — a; x(2p — x) x{2p — x) 

d'oîi 2pS,, = 2p + . + 4P' [ ,.(,p-.) 



ou ^2p = f- 2p -. 

' 2» ^Ll .(2P— 1 
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p ' ^^Ll .{2p— l) 

+ 2(2p-2) + + (p- i)(p+,)J- (^^) 

8. — Reprenons Tidentité (1) et supposons maintenant 

71 = 2p + I . 



Il viendra 



2p ^ I 



I 2p 



(2p + l)S2p+, = (2p + l) 4- ; 2 2p — I 

+ 



p /)+ I ' 

et, en vertu de Tidentité, 

2p — {x — ^) _i ^ i^P + 0* 



X 2/> — (x — i) X (2p — x-\-i) 

on trouve 

2p + I ' ^ ' ' ^ l l , 2p 2(2p — l) 

Il est remarquable que, dans cette formule, le terme 
disparaît et Ton trouve, après cette simplification, 



2P+ I 

une nouvelle forme de 82^, savoir : 

= (2P + l) [ , 2p + 2.(2p-.. i) + 3(2p — 2) 

+ • • • + MiTTô]' <*» 

formule plus simple que la formule (2) et qui permet de cal- 
culer les zp premiers termes de la série harmonique par une 
série de p termes seulement. 

4. — Cette formule peut d'ailleurs se tirer directement de 
la série harmonique. 

Prenons, en effet, deux termes de cette série : 

I I 

X ' 2p — (a — 1) ' 
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I 



également éloignés des extrêmes, i et 
On a, identiquement, 

a '' 2p — (a — I ) a(2p — a -f" 

Faisons dans cette identité successivement 

tt=i, a=2, ...a=p, 
et en ajoutant on retrouve la formule (4). 

5. — On peut donner à l'identité (4) une forme assez re- 
marquable. 
On a, en effet, 

— î— = -f-Y 

! = -L f ' \ 

2(2p — l) 2 \ 2p — l r 

\ =±( ' V 

3(2p — 2) 2 \ 3p — 3/' 

î = !.( î_\ 

4{2p — 3) 2 \ 4P — 6 /' 



Les nombres i, 3, 6, .. . qui apparaissent dans ce tableavi, 
senties nombres. de la seconde colonne du triangle arith- 
métique de Pascal, c'est-à-dire 

G s p2 p2 

Je dis que la loi soupçonnée ici est générale. 

En effet, si l'on a 

I 

2a (2p — 2a + ï)' 
on pourra écrire 



2a (2p 
et comme 



-J = i{ : \ 

— 2a + i) 2 \2pa — 2a' + a/' 

2a(2a— I) 
C|a = Z =2a« — 



2a* — % 



on a bien 



2a(2p — 2a+ I) 2 Vopa — c^aJ' 
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Dans Taiitre cas 



(2a+ î}{2p — 2a) 



on écrira 



(2a-f- 0(2P — 2a) 2 \(2a-|- i)p — 2a* — a, 
et comme 

ri2 (2a +l) 2a ^ , 



on a encore 



= L( l \ 

2 V(a+i)p-c2 ;; 



(2a+l)(2/)— ace) . .y-,-,r U2«+, 

la loi est toujours vraie et l'on arrive à l'identité 

S.P = (p+ ;)[^ + ;^+3^+--- 

qui constitue une forme commode pour le calcul des 2p pre- 
miers termes de la série harmonique. 

(A suivre.) 



ETUDE SUR LES COORDONNEES TRILINEAIRES 

ET LEURS APPLICATIONS 
Par M. G. «f. Boquel. 



Nous noasproposons, dans ce travail, d'établir les principales 
formules relatives à l'emploi d'un système particulier de coor- 
données, dont les applications sont très nombreuses, et de 
montrer, par un certain nombre d'exemples, le parti que l'on 
en peut tirer dans l'étude de la géométrie. L'importance de ce 
système de coordonnées tient surtout à ce qu'il est l'expres- 
sion analytique d'une des méthodes des plus fécondes de la 
géométrie moderne, la transformation homographique, dont 
M. Ghasles a tiré de si beaux résultats, et nous nous eifor- 
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cerons, dans le cours de cette étude, de mettre en lumière 
cette signification géométrique. 

Définition des coordonnées trilinéaires. — Considérons dans 
un plan un triangle fixe ABC; un point quelconque M du 





p c 



plan sera défini, dans le système de coordonnées que nous 
allons étudier, par trois quantités a, ê, Y, qui sont les distances 
dupointMaux trois côtés du triangle ABC, multipliées par des 
nombres positifs constants arbitrairement choisis, X, tx, v, 
que Ton prend souvent égaux à Tunité. 

Les quantités a, 6, y sont affectées d'un signe que Ton 
fixe par la considération suivante : chacune d'elles est 
regardée comme positive ou négative, suivant que le point 
M est situé par rapport au côté dont cette quantité dépend 
dans la même région du plan que le sommet du trianâ^le 
qui est opposé à ce côté, ou dans la région différente. 

Si donc on écrit 

a = X.MP, <5 = |x.MQ, y = v.MR, 
les signes des quantités a, 6, y ^^ ^^^^ P^^ ^^^ ^^ évidence, 
et chacune d'elles emporte avec elle son signe particulier. 

Dans la première figure, il est clair que les trois quantités 
a, ê, Y sont positives ; dans la seconde, les quantités « et ê 
sont seules positives, la quantité y est au .contraire négative, 
puisque le point M et le sommet C opposé au côté AB dont 
dépend y sont dans des régions du plan différentes par rap- 
port à AB. 

Les quantités a, 6, y, ainsi définies en grandeur et en 
signe, se nomment les coordonnées trilinéaires du point M ; le 
triangle fixe ABC, auquel elles sont rapportées, est dit le 
triangle de référence ; ses côtés s'appellent les axes de référence 
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# 

et les nombres constants X, (jl, v portent le nom de paramètren 
de référence, 

Belation entre les coordonnées trilinéaires d*un même pomt. 
— Les trois coordonnées a, ê, Y d'un point M ne peuvent 
évidemment pas être toutesles trois arbitrairement choisies; 
car le triangle et les paramètres de référence étant fixés, et 
deux seulement des trois quantités a, 6, y étant données en 
grandeur et en signe, le point M est parfaitement déterminé 
sans la moindre ambiguïté, par Tintersection de deux: droites 
menées parallèlement aux deux axes de référence auxquels 
se rapportent les deux coordonnées connues. Dès lors la 
troisième coordonnée étant par cela même déterminée, il doit 
y avoir une relation analytique entre les trois coordonnées 
d'un même point. 

En vertu de la convention faite sur les signes des coor- 
données trilinéaires, cette relation s'obtient en exprimant 
que Taire du triangle de référence est égale à la somme 
algébrique des aires des triangles BMC, AMG, BMA. 

Soient a, 6, c les longueurs des trois côtés BG, Ck et AB 
du triangle de référence; on a , dans le cas de la première 
figure, où les trois coordonnées trilinéaires du point M 
sont positives, 

BMC + AMC 4- BMA = ABC 

c'est-à-dire ^+-^ + iL = 3S. 

A {X V 

Dans le cas de la deuxième figure, où la coordonnée y 
est négative, on a 

BMC + AMC — BMA = ABC; 

la longueur MR étant alors égale, non pas à —, mais bien 

V 



Y 

à i-, il vient 



±L+i_.(_^|:=,S 



+ f-;(-f)= 

c'est-à-dire encore — r — ( ^ A L = 2S. 

A . jx V 

Cette relation entre les trois coordonnées trilinéaires d'un 
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même point est donc générale, quelle que soit la position du 
point M dans le plan. 

Dans le cas particulier où Ton suppose les paramètres de 
référence égaux à l'unité, X = p. = v = t , c'est-à-dire oîi 
Ton prend pour coordonnées trilinéaires les distances elles- 
mêmes du point M aux trois côtés du triangle, afTectées des 
signes fixés par la convention que nous avoas fait connaître, 
la relation entre les trois coordonnées d un point devient 

aa + &P + CY = 2S. 

Si enfin Ton observe que Ton a entre les éléments du 
triangle de référence la relation 

a b c 

sin A sin B sin C 

où R désigne le rayon du cercle circonscrit à ce triangle, la 
condition entre a, p, y prend la forme 

a sin A ^ sin B y ^'^ ^ ^ 

H ' r ^ 



X ' [L ' >* R 

et dans l'hypothèse X = ix = v = i , la forme 

g 
a sin A-|- S sin B + Y sin G = ^ . 

Passage des coordonnées trilinéaires aux coordonnées carté- 
siennes^ et transformation inverse des coordonnées cartésiennes 
en coordonnées trilinéaires. — Connaissant l'équation d'une 
ligne quelconque en coordonnées cartésiennes, on veut 
avoir l'équation de la même ligne en coordonnées trili- 
néaires par rapport a un triangle de référence donné, ou bien 
on peut avoir intérêt à faire l'opération inverse ; il faut donc 
se procurer des formules pour cette transformation. 

Supposons que les coordonnées cartésiennes soient rec- 
tangulaires, et donnons-nous le triangle de référence du 
système trilinéaire par les 3 équations de ses côlés par 
rapport aux axes des cordonnées cartésiennes. 

(BC) A(r -f By + G = o 
(GA) A'iT H- By -f G' sa 

(AB) A"(^4- B"l!/ + Û" «a f^ 

liotti «avons que Ton a 
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±V A* + B« ± v/ A'« + B'« 

^. _ A^+ B" + C" 

±y A"* + B"'^ 

et, par conséquent, X,[jl,v étant les paramètres de référence, 
on aura 

a= X MP = -_— L==== {kœ + Bî/ + C) 

±VA2+B« 

p = (.. MQ = ■ . ^ (k'x + By + G') 

± V A.'* + B'« 

Y =3 V. MR == — î— =L==. (k"x + B'^î/ + G"). 

± y/ A''« + B''» 

Pour que ces formules puissent servira la transformation, 
il faut que les coordonnées a,p,Y soient affectées des signes 
convenables, c'est-à-dire conformes à la convention faite. 

Or, il suffit évidemment, pour cela, que les coordonnées 
trilinéaires a, p, y soient positives quand le point M est à 
l'intérieur du triangle de référence. On pourrait, pour arri- 
ver à ce résultat, disposer des signes des radicaux ; mais, 
dans un grand nombre de cas, il y a intérêt à regarder ces 
radicaux comme positifs; alors on écrit convenablement les 
équations des côtés du triangle de référence. Par exemple, 
si pour un point (xy) situé à l'intérieur du triangle, la fonc* 
tion linéaire kx -f- Bt/ -f- G est négative, la fonction — (Ax 
+ Bj/ + G) sera positive, et comme on peut écriie l'équa- 
tion du côté BG à volonté sous l'une ou l'autre des deux 
formes Aa? -|- Bt/ + G = o, ou — Ax — Bj/ — G = o, on 
pourra toujours choisir celle de ces deux formes pour la- 
quelle le résultat de la substitution des coordonnées a? et 1/ 
d'un point intérieur au triangle de référence sera positif. 
Supposons qu'on ait tout d'abord pris cette précaution, et 
que Ax -f- By -|- G = o soit la forme de l'équation du côté 
BG qui satisfait à la condition ci-dessus; a est une quan- 
tité positive quand le point M est à l'intérieur du triangle de 
référence, c'est-à-dire dans la même région que le sommet A 
opposé à l'axe de référence BG, et la fonction Ax + By -{-0 



~ 48 — 

conservant le môme signe pour tous les points de cette ré- 
gion du plan, tandis qu'elle prend le signe contraire pour 
les points de Tautre région, la coordonnée a aura le signe 
convenable dans la formule 

^= ,— (Ax + By + B), 

V A* + B« 

Il en sera évidemment de même de p et de y, les équations 
des deux autres côtés du triangle de référence étant écrites 
convenablement. Sous cette réserve, les formules établies 
plus haut seront les formules de transformation. 

Si les axes des coordonnées rectilignes, au lieu d'être 

rectangulaires, faisaient entre eux l'angle 6, les formules 

de transformation seraient de même 

X sin ô 
a = , 'r .'■■' - (Ax H- Bw 4- C) 

y/ A» + B« — 2AB cos Ô 

IX sin Ô 
p = ^ (kx -f B'y + G') 

V A'^ + B'* — 2A'B' cos ô 

, = ^-j== ] ^^^ \ (k'x + B-y + CO 

VA"» + B'« — 2A''B' cos ô 

Ax + By + C = o, k'x + B'y -f G' = o, k'x + B"y + G" 
= o étant, bien entendu, les formes des équations des axes 
de référence, telles que les premiers membres de ces équa- 
tions prennent des valeurs positives pour les coordonnées 
X et y d'un point situé à l'intérieur du triangle de référence. 
Lorsque le point M (Xy y) change de position dans le 
plan, les coefficients des fonctions linéaires, qui ne dé- 
pendent que de la situation des côtés du triangle de réfé- 
rence, lequel est fixe, ne varient pas, et l'on voit que les 
coordonnées trilinéaires d'un point quelconque du plan 
sont égales aux produits d'un facteur qui reste constant, 
quel que soit le point, par les valeurs que prennent les 
premiers membres des équations des côtés du triangle de 
référence quand on y remplace x ei y par les coordonnées 
particulières du point considéré. 

(A suivre.) 
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QUESTION 264 

Solution par M. H. Dupuy, élève nu Lycée de Grenoble. 



Démontrer que lorsque n est un entier supérieur a 5, on la 
double inégalité 



(-^)"> 1.2:3... n>(-^)? 



On a e« = I H • 1- h • • • H 7{ h • • 

' I ' 1.2 ' 1.2.3 . .. n ' 

et il est évident que 

71» 



e« 



1.2.3 . . . n 

d'oîi 1.2.3 ... n > ( — j, 

ce qui démontre la deuxième inégalité. 

— Pour démontrer la première, je dis que, si pour une 
certaine valeur de n on a 

1.2.3 . . . n < ( — V (1) 

V 2 / 

on aura aussi, quand u augmente d'une unité, 

1.2.:). ... n (n +0 < l ■ ) 

En effet, si on a (i), on a aussi 

(n \» 

inégalité, qui subsistera si on multiplie le deuxième mem- 

bre par la quantité -^-^^ = , qui est toujours comprise 

e 

entre i et -^, et pat suite plus grande que Fûnité quand ô 

vario depuii t Juiqu'a 00. 
On aura ainsi à fortiori 



— io — 



t) ^'^ "^ '^J — ^ — 

c'esl-à-dire 

/fl JL i\« 4- i 

1.2.3 ... n (n + i) < ( — î — I 

Or, l'inégalité (1) est vraie, si n = 6, donc elle est 
aussi vraie pour tous les nombres entiers supérieurs à 5. 

Nota. — La même question a été résolue par M. Audrieu, à Rouen ; Baron, 
à Sainte-Barbe. 



QUESTION 342 

Jlk»lation par M. Paul Boulogne, élève au Lycée Saint-Louis. 



Par un des points d! intersection A de deux hyperboles équi- 

latères de même centre 0, on mène une sécante qui rencontre les 

deux courbes aux points B et B'. De ces points on abaissé des 

perpendiculaires BG, B'C sur les tangentes aux deux courbes au 

même point A. Démontrer que si Vcn joint le centre aux pieds 

G et G de ces deux perpendiculaires y Vangle GOG est quadruple de 

l'angle des asymptotes. 

(E. Fauquembergue.) 

Lemxne I. — L'angle des tangentes est double de l'angle 
des asymptotes. 

Soient E et F, H et G les points ou les tangentes rencon- 
trent les asymptotes. D'après une propriété bien connue . 
AE = AF, et AG = AH. Or ces quatre longueurs sont 
aussi égales à OA, médiane commune des triangles rec- 
tangles HOG, EOF; donc les cinq points 0, E, H, F, G 
sont sur une circonférence de centre A, et l'angle au centre 
FAG est double de l'angle inscrit FOG. 

Lemme II. — L'angle COA est double de l'angle CAB. 
Soient I le milieu de AB, L *le point où cette droile rencontre 
l'asymptote OG. D'abord CI est égal à Al, puisque c'est la 
médiane du triangle rectangle ABC. D'autre part, OA, 01 
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sont les diamètres conjugués des directions AG et AL, 
donc les angles AOG, lOL sont respectivement égaux à 
AGO, ILO, par suite leur difTérence AOI est égale à GAL, 




différence des deux autres. Mais alors les quatre points 
A, I, G, sont sur une môme circonférence, et Tangle COA 
est double de Tangle GAB. 

De môme Tangle \G'OA est double de Tangle B'A'G', ou 
de rangle FAB. Alors G'OG est double de l'angle FAG; 
donc d'après le premier lemme il est quadruple de l'angle 
FOG. c. q. f. d. 



QUESTION 394 

liolation par M. P\uL Boulogne, élève de Mathématiques spéciales au 
Lycée Saint-Louis (classejde M. Edouard Lucas)* 



On considère une ellipse rapportée à ses axes et deux points 
A. et B sur cette courbe. La tangente en A rencontre l'axe ox 
en un point a; et la normale en A rencontra le même axe ox en 
un point a': soient de même p et p' les points analogues relatifs 
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au point Bel à l'axe oy. Démontrer : 1^ qiie la droite a'p' passe par 
le point de rencontre de la pai-alléle à oy menée par le point kj 
et de la parallèle à ox menée par le point B ; 2° que la droiie 
oLp' est perpendiculaire sur la droite ap. 

(G. L.) 

Soit -^ + t; — 1 = réquation de l'ellipse. Celle de la 

tangente en nn point sera 

Celle de la normale au même point, 

a*î/X — b*xY = c^xy. 

Soient maintenant {x^ y^) '{x^ y,) les coordonnées des points 
A et B. Faisant dans les équations précédentes x = x^ 
y = y^, puis Y = o, on obtient les coordonnées des deux 
points a et a 



^1 



X = -- cci 

Y =0. 



Y = o 

Nous aurons de même en y faisant x =.r,, j/ = //^ o 
cherchant les points de rencontre avec oy, 



P 



X = o. 

b' 
Y = - 

y% 



X = o. 
c' 

Y=r;î/,. 



Dès lors la droite a p' a pour équation 
g^X— c' cci _6'Y 

L'équation de cette droite est vérifiée pour X =a;i, Y = j/j 
puisque alors les deux membres se réduisent à 6% ce qui 
démontre la première partie. 

Les coefficients angulaires de a^ et de a'p' sont 



a' î/s 



et 



h'' cci 



, ce qui démontre la seconde partie. 



6»cci " a* î/a 

Nota. — La même question a été résolue par M. Malpigne, au lycée 



Saint-Louis. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



4. — Une corde PQ d'une ellipse est normale en P; 
trouver le minimum de cette corde, et démontrer que si PQ 
est minimum, le centre du cercle osculateur en P est le 
point Q. étant le pôle de la corde PQ, montrer que si OP 
est minimum, le pôle sera situé sur la seconde tangente 
commune àTellipse et au cercle osculateur en P. 

5. — Appliquer le théorème de Rolle à Téquation 

nx^ — cc^-i — œ»-*... — X — i =o, 
et montrer que cette équation, en dehors de la racine évi- 
dente X = ir û*a aucune racine réelle si n est impair, et 
une seule racine négative si n est pair. 

(G, de Longchamps.) 

6. — Si, dans une équation, A, B, C, D désignent 
quatre coefficients positifs, ou tels tout au moins que AC 
soit positif, si Ton a BG = AD, Téquation proposée a 
des racines imaginaires. 

(G, de Longchamps.) 

7. — Trouver, sans appliquer la règle de L'Hôpital, la 
vraie valeur de Texpression 

— i^ — \ 1- a;» — nx^-^ — (n — i)a;'»-2 . . . — 2a? — i 

2 
y = . — . 

pour ce = I. (G, de Longchamps,) 



Le Rédacteur-Gérant, 
J. KŒHLER. 
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CONSTRUCTION DE L'ELLIPSE ETDE L'HYPERBOLE 

POIIIT PAR POINT 

■ 

iÙ MOTEN d'une EQUERRE; transformation RECIPROQUE. 

Far M. O. de M^mgékrnmpB* 



1. — ! Gensidérons une ellipse rapportée à ses axes» 

a» ^ 6« ~ '• 
Soit M un point de cette courbe ; xy' ses coordomiées. Ja 
droite MA' qui pasfe par le sommet A' a pour équation 

y{x + ay^y (œ + a). (1> 




Considéron» aussi la droite AI perpendiculaire à la droite 
MA, son équation sera 

( X — a){a — 0?') = yy\ (2) 

Si nous Toulons déterminer le lieu décrit par le point U 
point de rencontre des droites AI et MA', il suffit d'éliminer 
x' et y' entre (1) et (3)» en tenant compte de ta condition 

-1 = 0. (3) 



X' y^. 



A cet effet, multiplions membre à membre les équations (1) 
et (8), il vient y [c» a?:— a (a* + 6«)] == o* 
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. MxM. le lieu se compose des deux droites^ 

x:= a 4 — • 

La première équation y == o est ce qu'on peut nommer 
ItÊCisùluHùû s^ulîè^; et la présence du fticteur y «^expliqué 
iciy comme dans becttcot^) de eaftenalOguis» en remarquant 
que si l'on fait la construction proposée dans le cas particulier 
oli le point M est précisément situé en A, on est conduit, 

d'après Péûoneé même, à Chercher le li^ri des points com- 
muns à deux droites, lesquelldlp se confondent l'une et l'autre 
avec raxe des ce. 

^îoiie lei pointa de la droite j^ ^^i o font doue partie du 
lieu géométrique qti« neueetoud cher<ihé et Patialyse met, 
aveu raison, en éyidénee la solution singulière y = o. 

Quoi qu'il en soit, le lieu véritable, le lieu géométrique 
demandé) est celui qui correspond à l'équation 

x-=: a 4 . 

c* 

C'est de cette re- 
marque que Ton 
peut déduire, 
comme nous allons 
l'indiquer, la cons« 
traction, point par 
point, de l'ellipse 
au moyen d'une 
équerre. 

âi-^Goaiidérons 
leloâêng«AA.'BB.t 

Menons la droite 
k! Bs et au point A 
éle vous une perpen- 
dicuUira)^ la droite 
AB ; les deux droi- 
' tes se coupent en un 

^iilt 0} 6t l'ob peut, avec Téquerre» abaisser de oe point 
UnepetpelidiculaiGe sur AA\^ait Gl^la droite ainsi obt^ue» 



f; 




— w — 

Menons maintenant par ▲' une traniTertale qui coiipe GH 
au point M« Si Ton joint ÂM et ai» tOi\)ottre aveo VAquerre^ 
on élèye au point Â une perpe&dicalaire à AM$ cette: d«r- 
ni^re droite cottpe AM en un point I q^l tal un point 4a 
l'ellipse dont lea sommets sont Us points AA' Bfi\ sommets 
du losange considéré* 

3. — La construction préoédentêi daasle eas de rallipset 
s'applique indifféremment en prenant» pour rexéenViri les 



- 


B 


• 


> 


o* \ ^^ 


^ 


^ 


--^v 


*< 




A* 




i 

B' 


• 






- 


■ 


■^' 


■ 


• 

a 



sommets du grand axe et un des sommets du petit axe, ou» 
inversement, les deux extrémités du petit axe avec un som- 
met du grand axe. SUe s^applique aussi à Thyperbole, inais 
avec une modification qu^il est nécessaire de signaler. 

Si Ton reprend le calcul que nous avons indiqué au début 
de Cette note, mais en l'appliquant, cette fois, àThypothëse 
oh le point mobile a/, i/ est supposé se déplacer sur là 



courbe 



y 






o; 



œ 
si Ton a» en d^autres termes ^ 

oh trotiTe pour le lieu dtt point I la droite 

a* — b* 

a* + 6* 



xs^ a 



Le théorème qui sert de base à notre construction subslsié 
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donc; mais il y a une modificdtion essentielle à la construc« 
iiôn précédemment indignée pour construire la droite A. 
- Si Ton suppose que AA.' BB' soient les quatre sommets 
d'un losange, définissant une hyperbole qui est supposée avoir 
lès points Af A! pour sominêts réels et B, B' pour sommets 
imaginaires, la courbe se construira point par point au moyen 
d'une équerre de la manière suivante : 

Considérons la droite A'B qui est une direction asymp- 
totique de Thyperbole et supposons que le point M de l'hy- 
perbole s'éloigne à l'infini, sur la courbe. Le rayon vec- 
teur A' M' a pour position limite la droite A'B, et la droite 
qui, d'après la constraction, doit être élevée perpendiculai* 
rement à AM au point A, a pour position limite la perpen* 
diçulaire abaissée du point A sur A'B ; soit G le pied de 
oette perpendiculaire. Ge point G appartient au lieu et la 
droite A est obtenue en abaissant de ce point G une per* 
pendiculaire sur AA'. Gette droite une fois construite, comme 
il vient d'être dit, on obtient un point quelconque de l'hyper- 
bole, au moyen d'une équerre, par la construction indiquée 
plus haut pour l'ellipse. 

4» — Cette construction, dans le cas de l'hyperbole, 
exige formellement que l'on prenne les deux sommets réels 
poMT les joindre à un point M de la courbe^ et Ton peut 
facilement vérifier qu'elle est en défaut si l'on joint lesi 
deux sommets imaginaires au point M et si l'on cherche» 
avec ces deux rayons vecteurs, à répéter là construction. 
Ce fait peut surprendre au premier abord, mais il s'explique 
très bien par des raisons générales, que nous ne voulonà 
pas donner ici et qui sont bien connues. On peut d'ailleurs 
vérifier le problème suivant : 

On considère les sommets inûiaginaires BB' de l'hyperbole 

ou, dans un langage préférable les points, dont les coordon- 
nées sont G rf- 6, o — 6; et l'on joint ces points à un point 
M quelconque de l'hyperbole ; si on élève au point B à la 
droite BM une perpendiculaire, cette derni'ère droite ren- 
contre B'M en tiD point Idont le lieu géométrique est la 
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courbe du quatrième degré \ 

«♦~2~a?«(y + &)• -f (»• — 6«)«=5 0. 

Gelie quartique admet deux points doubles, les points B et 
B; elle afiecte des formes différentes suivant quç l'onsup- 
pose a < 6, a = 6, a > 6, .M *wtwre J 



QUESTION 354 

(SMItf ; voir page 34.) 



6. — Reportons-nous maintenant au carré que nous avons 
considéré au commencement de cette note et après avoir 
compté par tranches parallèles à AB, jusque et y compris la 
diagonale AB, au lieu de continuer à compter dans la même 
direction, prenons des tranches horizontales et nous aurons 
l'identité 

. . ws^ = n+S, + S. + S,+ ...f s».o («) 
à*oii Ton déduit successivement 

(A) : 

2S| = 2 -f* *^lt 

d'ailleurs, St = u 

Considérons maintenant la série ' 

A.^f ^%f **i> • • • ^* f 

définie par les égriités 

Aj = I. 



(«) 



A.= 


n — I 


. 


A.= 


Ai + A,. 
n-3' 


• 




A» + A.-f 


• • • 4* A^-t 




2 


■ 


Al + A, + ., 


• + Aw-1 . 


A« 


l 


■ ^ .- » 
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et multiplions les égalités (A) respectivement par les nom- 
bres, 4i> Ai» if kni ... 
les quantités S|, S^, ... Sndisparaissent; et l'on a 
nSn rmnkt + (h — i)A, +; (n^— $) Aj + . . . -f ?^A«W| >f À» v 
Cette relation peut s'écrire >- 
nSn es n(Ai +A, + • • • + An-^i) + An-- [Ag' + îAj 

+ . . . 4- (w^^2)An-i]r 
et d'après les relations («) 

nSn = {n+ i)An — [A, -f- iA, + ; . . 4. (n -• 2)A„^J. (7) 

7. — Gherchons maintenant une relation entre deux ter- 
mes consécutifs A/, A^-f^ 

dci la aéridi préoéddmmaut définie, 

]>i drax égalUéSi 

A «*« At "H A» H^ * « » 4" Ak^i • . . 

Ao SBB l u iii T «jî - Li.- I . l Au i . . r TIj r 

. ■ k Ai + Aj + . . . -f" Ap 

donnent entre les deux termes A|i i A^+i la relation 

. (n -- p 4- a)Ay = (n — i>)A|»+4 ; 
d*oîi Ton déduiti en faisant suQceaaiyeiment 

;> = 2, ^ = 3, . . . p = (n — i), 
la suite d'égalités ; i .An = 3 » A«-i, v 

2.Aïi_^ ==^ 4 .An— 2, 



• •i»».«» 



(n — :5)A5 = nA2,. 
auxquelles il faut joindre 

(n— i)A,=:Ai, 
A, = I, 
provenant des égalités (a) ; on en tire 

2An == n 

et par suite, d'ap|rès les égalités précédentes, 
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•-''j 



Substituant ces yaleurs dans Tégallté (7), ceUe«-cl prendra 
la forme 

2 L« (n — i) "^ (n — i) (n — 2) 

on a l'identité (i + L +1,.^ L_\ (9) 

\ 2 ' ' 2p + 1/ ^ ^ 

"^Mai^-f Oap "'^ ap{2p-i ' "•+"Xr"J=ï^ + '' 
qu'on peut yéijfler direolement. 

8. — Considérons encore le ciirré AB, etaprës ayoircompté 
la pfiimiëre tranche horisontalçment» sommons par ti^anehes 
inclinées à 48® ; oi^ trouve 

(n — i) Sn= (n+ 1)1 j-—-- -- 

^ ^ ^ ^ ^l i.n ^ 2 (n — i) ^ 3 (n — i) 

+ ... + 7 ^— 1, (40) 

et m combiniint ayeo ri4wtité <1) 

^ Oomptons deuxtraneheshorisontâlement, puis partranehes 
inclinées à 45®, on trouve 

[n — — 2 ' 91 «^v» 3 

2n * 3 (»-^ i) 

(*) C'est if relation 8 de la question. Cette relation avait été transcrite 
incorrèctemept: j|on iiiexactHude avait été r^eonnue »i pou^ avait jeté sigodlée 
par M; Bàron^ élève du l^^cée Henri tV, qui a Résolu aussi' la question; 
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et d'aprto (1) 

2S„ = (n -f-) ^ [i. + 1 +. . .+ -^^^J. (18) 

9. •— Généralement f après avoir compté (p — i ) tranches 
horizontalement, comptons par tranches inclinées à 45^ à 
,partir de la p^^ tranche et nous aurons l'identité 
Q o I . n + p—ir n — p . n—p-^i 

^"""^'^""n "^ n-p+iLpCn-i) "•". (p+ i)(n-.2) 

+•••+ (n-i)pï 
eu, 

< _ c — n + p— i r n^p n—p— i 

^;i~j ^-i— rt_p^ , Lp(n— I) "^ (p+ i)(n~2) 

+.-.+ 7 ^— 1 (14) 

(n— i)p J ^ \ 

Le crochet renferme (n *- p) termes dont les dénomioa- 
teurs sont égaux deux à deux, et si Ft)n pose 

il vient Sn-t — Sn-,A-i = {zn — 2k— i (18) 

f ' I î 

L (n — 2k) (n — i) ' (n — 2/: -f. i) (n — 2) 

+•••+ (n_*_0(n-fc)} 

formule qui permet de calculer assez rapidement la somme 
d'un nombre quelconque de termes de la série harmonique 
entre deux limites arbitrairement choisies. Il faut remarquer, 
en effet, que la série Sn-i — Sn-.s k^t 
renferme 2& termes, tandis que la série du second membre 
est formée de k fractions seulement. 

En posant n — p = 2A — i, 

on obtient Sn-i — S,i^ 

=^(« - 4(n-3*+i)(n-i) +• • •+(»--fc-,)(»_it-|-,l 
De ta formule (iK) on déduit comme cas particulier 
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= (6n + i)[ ^^^ +1)4^ + (2n + 2) (411 -- i) + ••" 
« • I "I 

■^ 3n(3n+ i) J ^^"^ 
ety en se servant de la formule de M. Catala?) (*) 

+ ^ . ^ + •••+ — =» r 4--T--- 



n+in+2 2n 23 2n 

II I 

ï — r- + 



2 3 471 

= (6» + 1)1 T =-î-r f- ' ri r- + . . . 

L (2n+ i) 4n • (2n--f- 2-) (411 — i) 

qui réduil une série de 471 termes à une autre série de n ter- 
mes seulement. 
De la formule (16) on déduit de même 

= 2 (3n — 0[3„(^^_2) + (2„if i)(4n — 3) "^ " " 

+ 3n-2;3nj + in-i ^*^^ 
et par la formule de M. Calalau 



• t 



1,1'. . .. I 

I ^™ -^^ -p- — • • V — • ■ 



2.3 4n — 2 

= 2 (3n- i)\--j—^ +.(2,1 + i)"(4n-3) + '• ' * 

+ (3n -' 2) 3n ] ■*" 3nl i ' ^.^^^ 

10. — £n résumé, nous avons donc pu lier la série harmo- 
nique aux-séries suivantes : 



2 n — 2 H — ^ î 



(*) Note sur uneforaiule de M. Botesu (Bullelim de l'Académie royale 
Belgique, 4S7i}. 
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' I ' I I ' 

i(2n— i) 2 (an — 2) ^ * ' (n— i){n-{- i) 

» I » I ' I 4.-J— 

n ^ 2» —Cy 3n — C» ^ **■ ^ n» — C*' 



n(n — i) (n — 1) (rt — 2) 2.3 



I . n 2 (n — i) (n — i) 2 

4+1- + ... + "-' 



31 » • • I 
n 

12 71 — — 2 

4 + 4+..- + 



31 ï " I 

'4 n 

et aussi à ia série 

Aj + Aj + 2A8 + , , . -|- (n— 2)An- 1, 

définies par les égalités successives 
A.= ^ 



n — I 
• • • • 



AA4-|-Aj-|- é.. -}"An — a 
n-< = • ' " • '■ "" ' 

2 

On a fait voir, en même temps, dans les formules (18) 
et (16) le moyen de calculer une tranche quelconque de la 
série harmonique par une autre série ayant un nombre de 
termes moitié moindre. Enfin^ les formules (18) et (20) don-* 
nent le développement de 

L2 = I f- -r-...j 

2 ô 

développement limité soit au terme de rang 4n, soit au 
terme de rang (471 «^ 2), par une série ne renfermant que 
n termes (Seulement. On remarquerai méthode analytique qui 
nous a dirigé dans cette recherche, méthode applicable à 
toutes les sériés et conduisant, sans effort, à dés identités 
que la combinaison algébrique peut assurément inventer^ 
mais en ayant recourd, le plus souvent, à des calculs délibats 
et synthétiques. 



— 89 — 

I . i 

ÉTUDE SUR LES COORDONNÉES TRILINÉÂIRES 

ET LEURS APPLICATIONS 
Par H. fi. S. B^quel. 

(Suite, voir page 38.) 



■^TT» 



Les formules de transformation précédenteA dozment leâ 
coordonnées trilinéaires en fonctiop des €oordonn^5 
cartésiennes, et par conséquent permettent d^ pA999r 
immédiatement de Téquation d'une ligne en coordonné^^; 
trilinéaires à Téquation de la même ligne en coordoiinéff 
cartésiennes. Pour faire la transformation inverse, c'eat-à-dire 
pour passer des coordonnées cartésiennes aux coordonnées 
trilinéaires, il suffit de résoudre les formules par rapport 
à a; et à 2/; deux des équations fourniront les coordonné^^ 
d? et j/ en fonction de deux seulement des coordonnées 
et, ^9 y, et en substituant les valeurs obtenues dans la 
troisième formule, on obtiendra une équation de condition 
entre a, ^ et y» Cette relation sera évidemment celle qui 
existe entre les cordonnées trilinéaires d*un mèin# pQÎnt^ 

c'est-à-dire ^ + il + il « as. 

Nous avons fait remarquer, en effet» que le point M est 
complëtement déterminé par deux seulement des trois quan* 
tités a, p^ Y, données en grandeur et en signe, la troisième 
étant déterminée par la connaissance des deux autraip e( 
par la position du triangle de référence. 

On peut d^ailleurs se convainérejl en effectuant le ùBifiuli 
que la relation de condition que Ton trouve est bi^H 

-Ht- -f •— + ^-i^ s= 2S. A cet effétj évaluons d'abord 28^ ai 

A fi. V ■ r ^ ' 

b et c en fonction des coefficients des équations des axes M 
référence. Désignons par Xijji^ ^%y%9 9^^p9 l^s çoordôiinjéé$ 
respectives des trois Commets A^ B et G. On sait que Tpn a]: 
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2S = 



Soit A le déterminant 



i»l 


Vi I 


ac. 


Vf ' 


œ. 


y» I 


A 


B G 


A' 


B'C 


A" 


B'G' 



; si Ton fait le produil de 



ces deux déterminants, en les multipliant ligne par ligne, 
il vient 

Ax, + By, + C A'x, + B y, + G k'x, + B y, + C^ 
2SA = Aflc, + By, +C A'a:, +B'y, + G' k'x^ +B'y, + C 

•Ao;, +'By, +C: A'x. + B'y3 + C A'a?, + B''y,+ C 

Or dans ce produit les éléments de la diagonale principale 
sont seuls différents de zéro; car le sommet B^ par exem- 
ple, étant à l'intersection des doux colés BC et AB, on a 
identiqtiement 

Aa?, + Bî/, + G= o et A'x^ + B'y, -f C =o. 
Pour des raisons analogues, on a aussi identiquement 
Ax, + By, + C = o A'a;, + B'j/, + C' = o 
et A'iT, + B'i/i + G' == o A'x, + B'y^ + O'z=o 

Par conséquent 

AXi + Bj/i+G o o 

2'SA== o A'a;, + B'i/, + G' o 

o . o A'a?, + B'y3 + G 

c'est-^dire 

2SA = {Ax, + By, + G) ( A'o;, + B y, + C) ( A^o^, + Wy, + G'-) 
Gela posé, considérons les trois identités 

Aoii + Bi/i + C — (AcCi + By, + C) = o 
A'T, + B'y,+G' =o 

A^cc, + B^yi + G^ =o 

et prenons le déterminant de leurs coefficients 



AB.G— (Auci + Bj/j 

A'B'G' 

A'B^G* 



G) ([G— (Aa?! +Byi +G)](AB^— B'A 
=] +G'(BA' — AB^ 
( +G"(AB' — BA') 
Multiplions respectivement les trois identités par lescoef^ 
ficients de G — (A^i + Bj/i -f G), de G' et de G" dans ce dé- 
terminant, et ajoutons les résultats; les multiplicateurs de Xi 
et de t/i seront identiquement nuls comme élant des déter- 
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minants ayant deux colonnes identiques, et il restera seule- 
ment le déterminant considéré lui-même. Donc 

ABC— (AiCi + Bjj + C) 

A' B' G' 

A' B' G' 
ce qui donne 



A B Aaj, H- Bi/i 4- G 
A' B' o 

A' F o 

et par suite Axi -\- Bt/i -|- C ^ 



A B G 
A' B' G' 
A' B' G" 



= o 



On trouverait de même 

AU-. + B'y, + G = 



A' B' •- B' A' 



BA' — AB' 

et A'x, + B'y, + G- = ^, ^ 3^, , 

Il en résulte 

2SA = 



et enfin 



2S = 



(AB* — B'AO(BA' — AB')(AB' — BA) 

A» 



(A'B* — B A')(BA' — AB')(AB' — BA') * 
a étant la longueur du côté BG, et h la hauteur corres- 
pondante, ou a ah = 2S. 



Or 



A = - 



Ao;. + Bt/, + G 



v/a» + B' 
et nous venons de- voir que 

Aa-, + Bj/, + G = ^^5^3^. 

A 

Donc A = 



2S A V^A* + B« 






et enfin « - — - (j3^^ — AB'0(AB' - BA') * 



On obtiendrait de même 



6 = 



A \/a'» + B'« 



(AB" — B'A'XAB' — BA) 
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et 



^~ (BÂ"-AB')(A'B' — Bl^' 



Gela poséy ies formules de transformation de coordonnées 
cartésiennes rectangulaires encoordonnées trilinéaires^ sont, 
comme nous l'ayons établi plus haut, 

(X i/a* 4- B* 



A' _LTi' I P' p y/A^' + B^» 

Ace +By +G ^-^ • = o» 



K'x + B^i/ + C' - T V^A-' + B-« ^ ^ ^ 

V 

Le résultat de Télimination de x et y entre ces trois équa- 
tions est le déterminant 



ABC 



A' B' C 



A' B' C — 



g y/ A' + B« 

p y/A^' 4- B^' 

Y V/ A'» + B'« 



s= G. 



C'est la relation de condition qui existe entre les trois 
coordonnées trilinéaires d'un point. Or, on peut récrire 



A — 



A' B 



, Pv/a'* + b'« 



f* 



A' B 

qui développée devient 
__ a\/A» + B» 



, yVA''« + B''« 



= 0, 



A = 



Ufiy 



(A'B'^BV) + 



p y/ A'« 4- B'* 



(BA^ — AB') 



V 

Multipliant les deux membres de cette égalité par A, et 
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divisant par le produit des trois mineurs, il vient 



(A'B'-^B'A") (BA'- AB") (AB'-BA') X * (BA'— AFTjAF— BA'| 

p Av/A'»-fB'« 



+ 



(X (A'B"-B'A') (AB'-BA) 



, Y A v/A'« + B'« 



V (A'B' — B-A^IBA' — AB') 
c'estrà- dire, en vertu des formules établies précédemment, 

2b — -r 1 1 , C. Q. F. D. 

— Revenons aux formules de transformation. Si Ton a 
une équation f{x, y) = o, en coordonnées cartésiennes, et 
qu'on veuille obtenir Téquation du même lieu en coordon- 
nées trilinéaires, on pourra déduire x et y des deux pre- 
mières formules de transformation^ par exemple, et en 
remplaçant x eiy dans /|cc> y) par les valeurs obtenues^ 
qui ne renferment que a et p, on obtiendra une équation 
f (di, p) =s 09 qui ne contiendra que deux des trois coor- 
données a, Pj f. 

Pour avoir l'équation du lieu en fonction des trois quan- 
tités a, p, Y, il faut donc opérer autrement. Prenons^ pour 
fixer les idées, le cas des Coordonnées l'ectàngulaires ; des 
trois formules de transformation nous tirerons les deux 

suivantes : __^ 

a _ X s/k'^ + B^' Ao? -f- Bj/ + G 



et 



Y V y/ÇTb^ A^o^ + B^y+G'' 

L—Ji \/ A"^ + B"* Mx + B y + G 



ï V ^A'» + B'« A'-o: + B'V + G'' ' 

qui, résolues par rapport à ce et j/, fourniront ces quantités en 

fonction des rapports — et -, de sorte qu'en reportant les 

Valeurs obtenues dans l'équation f (ce, y) = 0, on aura une 

é(Juation F(--=- , — ) qui, ramenée à la forme entière, sera 

Téquation de la courbe considérée^ exprimée à l'aide des trois 
coo rdonnées trilinéaires ot,p> y» 



Il est clair que les valeurs de a; et de </ ainsi déduites sont 
exprimées par des fractions dont les deux termes sont du 

1er degré en — et —, c'est-à-dire des fonctions linéaires 

Y . y 

homogène» en a, ^, y, et qui, de plus, ont même dénomi- 
nateur; 
L'équati6n- / {x,y) = o sera remplacée par une équation 

de la forme f(}^^±M±ISL ^21±M±IlL\- o 
de. la forme f\^ ^^^ ^ ^^^ ^^^ , r^^ ^ g.p + %r h °' 

Si réquation f {Xy y) =o est algébrique et entière, Téqua- 
tion en coordonnées trilinéaires, après Tévanouissement des 
dénominateurs, sera aussi algébrique, entière, et du même 
degré que /*(a;yj/).=.OiLDe plus, elle sera homogène, non 
seulement en ql, ^, y» nxais aussi par rapport aux fonctions 
linéaires 

Mia + N,p + P,Y, M.a+N,p+P.r, H,a + S,&+T,Y. 
En entrant dans les détails du. calcul^ on constate aisément 
que les coefficients M^, N^, P^, Mj, Nj, Pj, R^, S^, T^, sont 
les produits des 9 mineurs du déterminant que nous avons 
désigné plus haut par A par Tune ou l'autre des 3 constantes 

X F*- "* 

Dans la plupart des cas, on prend pour paramètres de 

référence les quantités v^A* -f BS >/A'* + B'«, VA''* + B"* 
elles-mêmes; les formules de transformation prennent 
alors la forme simple 

et =Ax+ B2/+ C, p = k'x -f B'y + C, y=:k"x + B'y + C% 
d*où l'on tire 

«(A'x + B'j/ + G") = y{Ax + By + C) 
fl(A'a; + B'î/ + G') = Y{A'a; + By -j- G') 
el par suile 

_ «(B'G^ — G.B') + ^(B"G — CB) + y (BC' — GB) 



«(A'B' — B'A") + f (A'B — B'A) + y( AB' — BA') 

a(G'A' — A'C') + £(G"A — A'G) + y(GA' — A G') 
y = 



«(A'B' — BA') + É(A'B — B-'A) + y{AB' — BA') 
formules dout les coefflcieuls sout précisémeut les ueuf 
miueurs du délermiuanl A. (A suivre.) 



-66- 



QUESTION 343 

^IvtlMi par M. GouLA&D, élève au Lycée Uiii»«le-Graiid, à P»ri0. 



Trouver le lieu dei centres des ttiangles éqùiUUéroux mserUs 
à une conique donnée. Cas oii cette conique est une hyperbole 
dont les asymptotes font entre elles un angle de 6o^. 

Il esi d'abord évident que si dans un triangle le centre 
de gracile coïncide avec le centre du cercle circonscrit, le 
triangle est équilatéraL Si donc on désigne par ptiq les 
coordonnées du centre du cercle circonscrit à un triangle, 
il suffira, pour exprimer qu'il est équilatéral, d'écrire que 
les sommes des coordonnées de ses sommets sont 3p et iq. 

Gela posé, soient l'ellipse 

^ + il_.=o. (1)' 

et le cercle (e — p)« + (y — ç)* — R* = o (4) 

circonscrit à un triangle inscrit dans l'ellipse. Ces deux 
courbes se coupent en un quatrième point dont il est facile 
d'avoir les coordonnées. Si l'on multiplie (1) par a* et si l'on 
en retranche (S), il vient 



d'oU x = -"^(^^+2qy^ ..,y 

L'équation aux ordonnées des points d'intersection de (i) 
et (2) est donc 

et la somme des racines de cette équation est -r ' ■■ • La 
somme de trois d'entre elles devaot être égale à 3f , la qua- 

triëme^ra ^q(àï^+ 3) = - X (&« 4. 3a*). 
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On irouTerait de même pour l'abscisse du même poinf 

ËcrlTant que oe point est sur l'ellipse, et remplaçant p et f 
par X et y, on aura l'équation du lieu cherobé : 

^ (a» 4. 3ft«)» 4- X. (6» + 3a«)» •— 0* w o. 

C'est une ellipse doi^t les as^es ont là mèmç direction ^e 
ceu^ de la proposée. Les Iong;uears de ces demi-ai^es sont 

Pour ftfoîr le Heu dans le oats de ITiyperbole, 11 sutlt de 
éban^er *• en •*- 6*, et il vient • * 

C'est une hyperbole. L'un des axes devient infini, et le Heu 
se réduit à un système dç deux droites parallèles, lorsque 
a* — 3&* =0 ou lorsque 3a* — ^ 6« == o. Dans le premier cas, 
Tanf^le des asymptotes est de 60^^ et \^s. deux droit^sf 4u \\m 

iOQt imagiuAire». Pana le ne^ond caa» l'angle des a^ymptot^s 
eftt de %%o\ et les deux droite» aont» 

Dans le cas de la parabole j/>==2Pqp, le terme en y^manqw 
dans l'équation aux ordonnées des points d'intersection avec 
le cercle ; l'ordonnée da quatrième point est donc — 39, et son 

abscisse -^^i D'un. autre côté, ré<|nation aux abscisses eit 

lÊmm^ [(x ^ p)* 4* 2P* 4^ . • 0^ =ap aP»» 

La somme des racines est — 4(P — p) ; la quatrième est 
doncp mm 4P, Par suite, l'équatiQU du lieu est 

9j/> = 2P(aî — 4P). 

. C'edi iine parabole dont h paramètre est égal au neuvième 

de celui de la proposée. 

• • " . . ' ■ ' ■,•••'•' 

N«TA. — La môme question a été résolne paT M. Haure, élève au lycée 
Louis-le-Orand. 



ff^ii ■• ~'^' 7* » -- •• -fc 
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QUESTION 345 

^•Imtlta par M, Caoot élère aa Lycée SainM/mia. 



SMt 
f(xy) = Ax' + aBxy + Cyi + aDx + iBy ^^ »ta o 
t équation éCune conique f. les aœe^ ie ooordmnéee é$ant reettn^ 
gulaires. Posons 

ç = (rxV + (f'y)«-4(A4-C)f(x,y)isiO. . 
V équation des quatre éHreetrices de Iq çornique est 

^» + 4<A ^^ G) f(x,,)^x,y) + i6 M»(iuy) « 
ou Hmz ÂC— B«. 

L'équation «p «bb o représente le cercle des stmfin^ts des angles 
droits eireons^téè la conique. 

Proposons-nous d'abord de trouver le cercle lien 4ês ■qui* 
mets des angles droits circonaorits à la conique f{aeff) lea o. 
Soit {xy) un point du lieu. Les tangenttes & la eoniqne 
f = issues de ce point ont pour éc[uation quadratique 
4 f{xy)fÇS.^ - (xrc + y/', • -f- /•«)»== o. 

Pour que ces tangentes soient reotanipulalres, fl noua suf? 
fira d'écrire que l'équation précédente représente une hyper- 
bole équilatëre ; donc 

(/'aj)« - 4KfioDy) + (fg)* ^ 40/1(8») = 1 
donc le lieu des sommets des angles droits circonscritsi à 
la conique /*= o est 

<f=(ra.)^+(rv)'^4(A-HC)Aay)=o.. 

. Si Ifi conique est une parabole, cette équation représoT^te 
une droite qui O^t la directrice. 

3i la CQnlquç est du genre ellipse ou bypdrbole et « un 
centre unique, la conique 9=0 est un cercle dont Péquil- 
lion développée peut s'écrire 
(B«— Aq (cc« + y») 4- 2 (BE — CD)x '+ 2(BD — AD)y 4.' D« , 

Remerquons maintenant que les directrices d'une ellipse et 
d'une hyperbole sont celles des Qordto oommunéa à la 
conique et au cercle précédent qui ne ptMetit pks par 
centre; 
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Gofisidérons en effet une ellipse on une hyperbole rappôr* 
tée à ses axes ; son équation est 

— H- 4^ = I , ou b^x^ ± ahj* = a*6»; 

a 0' ' 

Le cercle lieu des sommets des angles droit sera 

œ» -I- î/* = a* ± 6*. 

Les sécantes communes sont représentées par réqualion 

3^(iXî*:-f yy^ a* ± 6') + &*«• ± «•»* — 0*6* = o, 
ou (6* + X)x* + (X + a«)y« — a*fl« — X(a« + 6*) = o, 

A satisfaisant à la condition 

(fti ^ X){X± a) [o»6* — X(a« ± 6»)] = o. 

Poonpnç à X les valeurs — 6', et ip a\ nous obtiendrons 
les sécantes représentées par les équations 

cy ± 6* = 0, . c^x^pfi aV= o. 

Ce sont précisément les deux systèmes de directrices cor* 
respondant aux foyers réels et aux foyers imaginaires de la 
conique . — Le troisième couple de sécantes communes ne 
correspond pas à des droites remarquables. Il est caractérisé 
par la propriété de passer par le centre. 

Les directrices sont donc les sécantes communes à /*=: o, 
f = o ne passant pas par le centre. .^ / , 

Transportons l'origine des coordonnées au centre. 

La conique f=o devient 

A 
kx* -^^ 2ldxy + Cy* -jr Tr" — S =5 o* 

La conique 9=0 devient 

(B* — AC) (05? + î/«)-f H = o, 
H étant le nouveau terme ind^pendiint 

Les sécantes communes à ces deu^ .coniques seront 
représentées j)ar l'équation 4 /* + Xcp = o ; les valeurs de. X 
seront d'ailleurs les mêmes dans lés deux systèmes . de 
coordonnées. 

Pour avoir un système 4c 4^ux droites il suffit que X virifie 

[(A-XÎ)(C-XS)~B«]{ ^^^^, +XH] = o. 

Les valeurs de X auxquelles correspondent des sécantes 
ne passant pas par le centre sont racines de 

(A— X8) (C— X8) — B«=:o. ^ 
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Pour aToir Téquation quadratique des sécantes correspond 
daut à ces valears» il nous suffira d'éliminer X entre 

4/-+Xç = o 

ei (A — X8) (C — XS) — B* = 0, 

oa 

8-X8(A+C) +X*8* = G, ou enfin 8X« — (A + C)X— i=p 
car 8 > G. 
L[équation des directrices est donc, en remplaçant X par 

^. i6 S/* +4(A + C)/b + <p? = G. 

Cette équation peut dans tous les cas représenter les direc- 
trices de la conique. En effet» si Ton a affaire à une parabole, 
8 = o ; donc l'équation se réduit à 

?[4(A+C)/-+ç] = G. 

Ou obtient donc la courbe f =5 o, qui est, comme nous 
l'avons TU, la directrice réelle de la parabole. 



QUESTION 372 

ai«l«ttott par M. Baron, élèfe du lycée Henri IV. 



On donne : 1^ dans le plan des xz wie droite parallèle à taxe 
01 ; ^ Dans le plan des zy une droite parallèle à taxe des y 
et ne rencontrant pas taxe des z au même point que la précé- 
dente, ffun point pris dans- le plan xoy» on abaisse des per- 
pendiculaires sur ces deUœ droites et on joint leurs pieds par 
une ligne droite. Équation de la surface engendrée par cette 
droite lorsque le point xy décrit la courbe f (xy) =s o; a» o« 
f (xy) ss o e^t une droite. 



Soient AB |^ ~ ^ CD 

2 = p 



0?= 



M 

on aura évidemment 



x:=.a 
a =s o 
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03 = a a? = o 

y= o Q y = b 

z = p « = g 

P et Q étant les pieds des perpendiculaires abaissées du 
point donné M sur lès droites AB, CD, PQ aura pour équa- 
tions 

X — d y ^ s — p 

— a 6 q — p' 

ï)'allleur« on a f(ab)^o {tj 

la surface engendrée par (1) sera donc 



(i) 



' y !s —p »*- q / 



(3) 



Si le point M décrit la droite Aûd -f By 4- G = o, la surface 



sera 



Ott 



^(q — p)y. ^ ^q~p)x ^ c ^ Q 



« — » p 



» — g 



tes piaas du centre sont 

3 — p = o 

ky 4- Bo? = o 
la surface est donc un paraboloïde hyperbolique ; elle contient 



les droites 



4. - 



Z =p Z =: q 

y =0 a; = o 

le ^ttiiE d^s WH 00t un plan directeur» 

On pwt d'ailleurs remarquer qu*en faisant jz ;= o, oa 
obi\enî uoe ôquatiop du premier degré en ix^ y. La surface 
eai' dono engendrée par une droite qui s'appuie sur trois 
droites fixes/paralièles à un même plan» ce qui oaraci^nse 
lu paml^oloïde hyperbolique* 

Nota. — La mémd question a été résolue par MM. bnpûj^^ huit^ àOfeaoUe; 
Gino-Loria, àMailtouo', Lelieuyre, à Rouen. 
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QUESTIONS PHOPOSÉES 



S. ^^ On coûsidëre une ellipse rapportée à ses axes et le 
cercle A qui passant par les foyers est concentrique à cette 
ellipse. Par un point M, pris sut le cercle, on mène àTelUpse 
deux tangentes qui coupent le cercle aux points À «t B| 
ditféfeiits de M. Démontrer que la droite AB est parttttlê 
au grand Mfi de Tellipse. fG. L) 

d. — On considère une liyperbole rapportée à Ms axes ; 

ac* y* 

HT 6^"" '- 
sur Taxe Oy, on considère les deux points Betfi* qui sont à 
une distance b de l'origine et on les joint h un point M» 
mobile sur Thyperbole. La perpendiculaire à B'M au point 
B' rencontre BM en un point I, dont on demande le lieu 
géométrique. Ce lieu est une quartique; on demande delà 
construire et d'indiquer les différentes formes de la Courbe 
suivant que Ton a 

b < a, b =a, b > a . (G. L)' 

10. ^ Soit AB une corde dans une parabole» G le milieu 
de âB. On projette le point G en G' sur Taxe et on m^opalr 
ce point G une perpendiculaire à AB^ perpendiculaire qui 
rencoaire Taxe au point D. Démontrer que^ quel que soitÂB» 
G'D est constamment )£gal k p. Déduire éè ce théorème une 
solution du problème qui consiste à trouver le sommet d'une 
parabole connaissant deux points et l'axe de la courbe. 

Déduire aussi de la propriété précédente ce théorème 
connu que les normales A et B coupent l'axe en des points 
équidistants du point D. (G. L.) 

11. -r- On donne une parabole P, et un point M {dtf} dans 
son plan. Par ce point supposé fixe^ on fait tourner Une 
droite A, qui rencontre P en A et B, et l'axe de la parabole 
au point G. Par les points A et B, on fait passer un cercle 
qui touche en D la tangente au sommet de la parabole. L^ 
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droite CD rencontre le cercle en un second point E que Toa 
joint au centre du cercle, ce qui donne une droite A'. Dé- 
montrer que le lieu des points de rencontre de A et de A' 
est une parabole quand A tourne autour de M. On expliquera 
les résultats par des considérations purement géométriques. 

(G.L) 

12. — On considère une ellipse rapportée i ses axes : 
soient A»A\ les extrémités du grand axe, BB' les extrémités 
du petit axe. On mène les tangentes à l'ellipse en ces quatre 
points, et une tangente A supposée mobile rencontre ceUes-ci 
en des points aa', pp\ enfin sur oa' comme diamètre on décrit 
un cercle U, et sur f^fii', un cercle Y. Gela posé on propose 
les questions suivantes : 

1® Équation générale des cercles IT ; 

2<^ Équation des cercles Y ; 

3^ Quel est l'angle d'anomalie du point de contact M de la 
tangente A quand les cercles U et Y sont égaux ? 

4® Démontrer que l'axe radical des cercles U et Y n'est 
autre chose que la normale au point M. 

S<> Par le centre de l'ellipse on: mène une tangente au cercle 
Y. Démontrer que le lieu des points de contact est le cercle 
décrit sur la distance focale comme diamètre. 

6* Démontrer que les cercles U et Y se coupent orthogona- 
lement. 

7® Trouver le lieu décrit par les points communs aux cerclas 
U et Yj et démontrer que ce lieu se compose de deux cercles 
crncentriques à l'ellipse, et de rayon (a«— &)(et a-^b). 

(6. L.) 



Le Rédacteur-Gérant^ 
J. KOEHLËR. 
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NOTE DE GEOMETRIE ANALYTIQUE^ 

QUARTIQUE A LN POhNT DOUBLE 



Considérons un faisceau ponctuel de coniques 

C\ -f XG, = o 
el; un faisceau de couples de droites en involution , issues 
de l'origine, A^ -|- jjiA, = o 

dans réquation duquel, par conséquent, A^ et A, sont homo- 
gènes et du second degré en x et y. Etablissons entre X 
et [X une relation homographique 

aX[L -|- 6X + Cfx -}- d = o 
et éliminons X et [jl entre ces trois équations; nous aurons 
le lieu du point d'intersection d*un couple du second faisceau 
avec la conique correspondante du premier. L'équation du 
lieu est (aA^ — 6Aj) Ci = (cA^ — dki)G^, 

Elle représente une quartique dont l'origine est un point 
double, et qui passe par les points qui servent de base au 
faisceau de coniques. Les tangentes à Torigine ont pour 
équation, en désignant par c^ etc, les termes constants dans 
les équations des coniques C^ et G,, 

(aAi — 6Aj)Ci = (cA^ — dA^)c^. 
Chacune d'elles, en dehors du point double, coupe la 
quartique en un quatrième point qui, satisfaisant aux deux 
équations précédentes, satisfait aussi à la suivante : 

Cl Ca 

Cl Cj 

laquelle représente la conique du faisceau qui passe par 
l'origine. 

Réciproquement, on démontre que toute quay*tique à un 
point double peut être ainsi engendrée d'une infinité de manières; 

* Noas espérons, par cette note extraite de la Géométrie analytique de 
M. Picquet, donner à nos lecteurs le désir de lire ce livre si intéressant que 
vient de publier la librairie Masson, et qui est conçu dans l'esprit large et 
fécond de la Géométrie moderne. 

(Note de la Rédaction.) 

JOURNAL DE MATH. SPtC, 1882. 4 
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on peut se donner arbitrairement swr la quarlique deux des 
points qui servent de base au faisceau des coniques. Les deux 
autres s'obtiennent alors en faisant passer une conique par 
les deux premiers, par le point double et par les qualrièmes 
points d'intersection avec la quartique des tangentes au 
point double ; ce sont les deux derniers points d'intersec- 
tion de la conique et de la quartique, et chaque conique 
du faisceau ainsi défini coupe alors la quartique en quatre 
nouveaux points situés sur deux droites conjuguées d'un 
faisceau en involution dont le sommet est le point double de 
la quartique. 

Une quartique à un point double est de la dixième classe ; 
on peut donc lui mener du point double six tangentes ; on 
démontre que les points de contact de ces six tangentes 
sont sur une même conique. L'enveloppe des droites qui 
coupent harmoniquement cette conique et laconique variable 
du faisceau ponctuel qui vient d'être déterminé, est la conique 
variable d'un faisceau tangentiel ; on démontre également 
que le faisceau en involution qui sert à la génération de la 
quariiqtie est le système des tangentes menées de l'origine à toutes 
les coniques du faisceau tangentiel. 

Considérons comme application la quartique à nœud 
{X' + y' + 4){x' — !/»)+ 5x{x^ — 2y^) = o. (1) 

Dans cet exemple, les tangentes à l'origine sont les 
droites a;* — a/* = o, (2) 

parallèles en même temps aux bissectrices do l'angle des 
axes et aux deux asymptotes réelles. Les quatrièmes points 
d'intersection avec la courbe sont donc à l'infini sur ces 
droites, et Tune des coniques qui déterminent le faisceau 
ponctuel sera, par exemple, l'hyperbole équilalère 

jj» — y^ — 20? = o 
qui passe par ces points et par lo point double. Elle coupe 
la quartique en quatre autres points, qui servent de base 
au faisceau; une seconde conique du faisceau s'obtiendra en 
éliminant ce* — y^ entre les équations (l)et (2), ce qui donne, 
en divisant par ce : 70;* — 81/* + 8 = o 

et réquation générale des coniques du faisceau est alors 
x^{j + X) — y\i -f X) — 2Xcc + 8 = o. (3) 






On verra d'ailleurs plus loin que les points de contact des 
six tangentes menées de Torigine à la quartique sont sur le 
cercle x* + y* — 4 = 0. (4) 

Si l'on exprime qu'une droite coupe harmoniquement la 
conique (8) et le cercle (4), on trouve, en appliquant une 
condition connue: 

4016* — 201;* — tO* + 2A(2U2 — 2V^ + UW) = O, 

qui est l'équation taagentielle d'un faisceau de coniques. 

Si Ton fait w = Oy on obtient le faisceau des tangentes 
menées par l'origine à ces coniques 

5{2u^ — v*) -f A(-a« — V*) = o 
ou, en coordonnées ponctuelles, par suile de l'élimination 
de u et t^ entre l'équation ux + vj/ = o et la précédente, 

5lx^ — 2J/«) + \{x^ ~ t/*) = o. 

Si l'on élimine maintenant X entre cette équation et 
l'équation (3), on trouve l'équation (1) de la quartique, 
ainsi que c'était annoncé. 

Pour construire la courbe (1), posons y = tx; on en 
conclut x\î — /*) + 5x{î —2^^) + 4(1 —t^} = o; 
d'où 

5(2^3 _ i) + /25(3/« — i)« — 16(1 — t*y{î + /«) 

/T? I II 1 1 I "I i-ii ■ I .11.1. 

2(1 -n 

L'expression sous le radical est du sixième degré et 
bicubique en i; si Ton y considère /* comme Tinconnue, 
on voit sans peine qu'elle a trois racines positives séparées 

par o, — , I et 00; des substitutions intermédiaires montrent 
2 

I 2 
qu'elles sont très voisines de -3-, -r- et 6,5; d'où il suit que 

les six valeurs de t sont réelles et voisines de 

± 0.357; ± o,8i5 et ± 2.55. 
Désignons les par ± ^i,±^2>it:^; l'expression sous lu 
radical n'est positive, et par suite x oiy ne sont réels que 
pourdes valeurs de ^comprises entre — ^3 et — ^, ; entre — t^ 
et 4" ^1; entre t^ et t^', d'ailleurs à chaque valeur de t 
correspondent deux systèmes de valeurs pour x et y. Ainsi 
pour I = — ^3, ces deux valeurs sont égales ; x est négatif^ 



iO — 



y est positif, et Ton obtient un point a de la courbe pour 
lequel la tangente est la droite y = — t^x; t variant de — ^3 
il — ^,, Tune des valeurs de a? fournit la branche abc qui 
passe à Tinfini pour / = i, et l'autre la branche aoc qui 
passe à l'origine pour la même valeur de /; au point c, la 
courbe est tangente à la droite y = — /,. a?. De — ^1 à + ^i> 




on a de même l'ovale defg tangente aux droites y = ^^ tiX, 
et coupant Taxe X'OX aux points œ = [ — i, a? = — 4; enfin 
t Yariant de^, à t^y on a la branche (tklO^ symétrique de 
la première par rapport à Taxe X'OX. 

Les points à l'infini sont les points cycliques et les points 
à l'infini sur les bissectrices^ des axes; à ces derniers cor- 
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respondent deux as^^mplotds réelles que Ton trouve par la 
formule ordinaire, et dont les équations sont 

4(a?±y) = 5. 

Elles se coupent au point n de Taxe X'OX dont Tabcisse 

est égale à — . 

4 



TRANSFORMATION RECIPROQUE 

Par M. G. de lionir^hampi (i). 
(Suite.) 



5. — Les résultats précédents sont tirés d'une méthode 
générale de transformation que nous avons imaginée, mé- 
thode à laquelle, et pour des raisons que nous donnerons 
tout à l'heure, nous proposons de donner le nom de trans- 
formaiion réciproque. Nous indiquerons seulement le principe 
et les formules fondamentales de cette transformation. 

Imaginons une courbe plane /, et dans son plan deux 
points P, Q. Joignons-les à un point quelconque M de f; puis 




! (Pig. 4). 
an point Q élevons à QM uiio perpendiculaire. Cette der- 



(I] Voir le journal, 1^:^2, p. ^9. 
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nière droite rencontre PM en un point I, dont le lieu 
géométrique quand M parcourt f est une courbe F, qui est 
ainsi, et d'après la loi géométrique que nous venons d'énon- 
cer, une transformée de f. 

Les formules de transformation sont faciles à établir. 
Appelons x,y^ les coordonnées du point M; X, Y celles du 
point correspondant I. 

Les triangles semblables QAI, QMB donnent, en posant 

y d -{- X 

De ces relations, et par des calculs faciles, on lire succès- 

X Y« — X» + d^ 



sivement 



et aussi 



rf ~ (f« — X« — Y«' 
y_ oY(d-X) 

d "~# — X« — Y*' 
X V* — a;*^ + rf2 

d '^ d^— x^—y^' 
Y 2y{d — ce) 



d d^— x^ — 2/'^ 

On pourra remarquer que celte transformation appartient 
au genre des transformations rationnelles, unicursales eii^éci' 
proques. 

l^ La transformation esl rationnelle , parce que les formules 
qui la définissent x = /"(X. Y), 

y = ?(x, Y), 

sont des fonctions rationnelles de X et de Y; et parce que, 
réciproquement j Xet Y sont des fonctions rationnelles de x 
et de y. 

2** La transformation est unicursale, parce qu'au point 
ce, j/, ne correspond qu'wn point X, Y et que, réciproquement y 
au point X, Y ne correspond qu*i/n point ce, y. 

3° La transformation est réciproque, parce que si Jes formu- 
les qui servent à transformer Tespace e en Tespace E, sont 

aî = 6(X,Y), I 

y = ? (XiY), i 
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réciproquement, les formules de passage de Tespace E en 
l'espace e sont X = f[}Xi^y)y 

6. — Il résulte des formules de transformation que nous 
venons de donner qu'à une courbe f, de degré m, correspond 
généralement Une transformée F de degré 2m. 

Si Ton considère la droite QQ' élevée au point Q, perpen- 
diculairement à PQ, cette droite rencontre /* en m points A^, 
A2 . . . Am;ron voit ainsi que le point V est un point multiple 
d*ordre m de F et les tangentes à F en ce point sont les m droites 
PA^, PAj, . . . PAwj. 

D'autre part, si Ton imagine les m points de rencontre de 
PQ avec /*, la construction étant appliquée à chacun de 
ces points, on trouve le point Q, comme point correspondant 
et Ton reconnaît ainsi que le point Q est un point de multi- 
plicité m, et les m tangentes à la courbe F en ce point Q sont 
confondues avec QQ', 

Enfin, si Ton consi4ère le cercle A, décrit sur PQ comme 
diamètre, et si Ton appelle B un point commun à /* et à A, 
à ce point B correspond un point de F §itué à l'infini et la 
courbe F a donc 2m directions asymptotiques, qui sont obte- 
nues en joignant ^au point P les points de rencontre de îavpc le 
ccixle décrit sur PQ comnie diamètre. 

Les formules de transformation mettept ce (Jeroier point 
en évidence on montrant que si X et Y deviennent infinis, 
les coordonnées œ et y, du point correspondant, satisfont à 
l'équation x^-{-y^=d^. 

7. — Mais cette réciprocité des courbes f, P est encore 
mise en évidence par des formules de transformation en 
coordonnées polaires, formules que nous allons établir et 
desquelles nous déduirons quelques conséquences intéres- 
santes. 

Prenons (fig. 4-) pour axe polaire Pa?, pour origine le point 
P, et posons PM = p PI = /, MPo? = co; 
alors, y = p sin M, ¥ = r sin co, 

X -\-d=^p cos (0, X -^ d= r cos w, 
et les formules précédemment établies donnent, après ub 



— 80 
r 



calcul simple, 



2C{ 



—r- COS 6) — I 

2d 



— COS co 



ou 



2d 



COS 0) 



2rf 



— COS to 



2d 

Il y a entre p et r une équation homographique en invo- 
lution, et si Ton pose 

p r 

2rf ' 2d ' 

la relation est 

uv — (w + v) COS (o -|- I = o, (A) 

qui peut être considérée comme la formule fondamentale de 
la transformation réciproque qui nous occupe. 

8. — Ici se présente, très naturellement, une question 
délicate et qui a été autrefois soulevée par M. Moutard, à 
propos de la méthode de transformation par rayons vecteurs 
réciproques. Nous voulons parler des courbes anallagma- 
tiques. 

M. Moutard a proposé de nommer courbes anallagmali- 
ques jcelles qui jouissent de cette propriété remarquable que, 
si Ton cherche à les transformer par la méthode des rayons 
vecteurs réciproques, on retrouve la courbe elle-même. Mais le 
terme proposé par M. Moutard, terme qui exprime bien el 
nettement la propriété qu'il veut définir, nous paraît, si cela 
n'a déjà été fait, pouvoir être appliqué dans une donnée 
plus générale à toutes les courbes qui, dans une transforma- 
tion définie^ se reproduisent elles-mêmes quand o?i cherche à les 
transformer. 

9. — Cherchons dans les anallagmaliques de notre trans- 
formation. 

Si la courbe proposée /* est de degré m et si le point P, 
point qu'on peut nommer le pôle de la transformation, est 
de multiplicité (m-i), si par conséquent Téquation polaire 
est rationnelle et linéaire en p, la transformée F ne sau- 
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rait coïncider avec f. Mais supposoûs qae /'étant do degré m 
le point P soit do multiplicité (m — 2); dans ce cas, Téqua- 
iion polaire de la courbe algébrique proposée est une fonc- 
tion rationnelle et du second degré en p, de la forme 



4d* 2d 

Â et B étant fonctions de (o seulement et si f est une anal 

lagmatique de notre transformation, u et t; sont les deux 

racines de cette équation. On a donc 

u + 1> = A, 

wv=B; 

la formule (A) devient 

B — A cos (0+1=0 

et V équation générale des anallagmatiques de degré m, admettant 

le pôle de transformation comme point multiple d*ordre (m — 2) 

p* p 

est ; — s-3- A ~ 4- A cos a> + i = o, 

4a* 2d 

A étant une fonction arbitraire de co. 

10. — On peut vérifier ce théorème général dans des cas 
particuliers. 

1® Supposons d*abord A = o; alors fesl un cercle de cen- 
tre P et de rayon PQ, et Ton reconnaît qu'en effet ce cercle 
se reproduit lui-même par notre transformation. 

2 



2<* Prenons maintenant A = 



cos 0) 



l'équation (B) devient 

p« 2 p 



+ 1 



4 d* cos 0) 2d 

j, , p I it Smû) 

d ou -^ = . 

2 a cos (O 

On reconnaît là l'équation de la strophoïde rapportée à son 
ôxe et à son sommet, et l'on vérifie facilement qu'en effet 
le pôle étant au sommet de la strophoïde, le point nommé 
Q étant le point double de cette courbe, celle-ci se produit 
elle-même par la transformation réciproque. 

3" Enfin, et pour montrer comment on peut trouvermétho- 
diquement ces anallagmatiques, demandons-nous si le lima- 

JOCiaNAL DE MATH. SP C. 1883. 4. 
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çoA Aq Pascal peut» dans nu cas particulier ioui au moias, 
se reproduire par la traueforâialioii précédente^ Si l'on 
appelle a le diamètre du cerele généi^iteur du limaçon^ b la 
loDgueur dont on prolonge les i-ayonô vecteurs^ on sait que 
réquation polaire de cette courbe est 

p* — Ittp 'CôS to -f. a^ (it)s^ w *- 6* = o. 
Identifions avec l'équation générale des anallagmaUques 
de notre système» avec l'équation 

on aura a cos co = dk, 

a^ cos'o) — b* sst 4A«J* cos co — 4CÎ* 
ou a* cos* w — 6' = 4âd cos* « — 4^*, 

et ceci doit avoir lieu quel que mit to, ce qui donne par con- 
séquent a = 4c( 6 = 2^9 

Il est facile de reconnaître directement que dans oettô 
hypothèse le limaçon de Pascal se reproduit en effet lui- 
même. 

11. — D'une façon plus générale imaginooa le lieu sui*- 
vant : On considère des cercles A passant par un point fixe Q 
et assujettis a une seconde condition arbitrairement choisie; les 
extrémités des diamètres de ces cercles ^ diamètres qui passent 
par un point fixe P, décrivent une anallagmatique de la transfor- 
mation réciproque. 



QUESTION 9 

Solution par M« Toqué, élève en Mathématiques spéciales au Lycée 

Gharlemagne. 



On considère une hyperbole rapportée à ses axes, sur l'axe Oy, 



X* 



y* 

a> b« • 

0^1 considère les deux points B etB' qui sont aune distanceb dB 
Vorigine et on les joint à un point M, mobile sur Vhyperbob. 
La perpendiculaire à B'M au point B' rencontre BM en un point 
If dont on demande le lieu géométrique^ Ce lieu est une quar'- 



tïque ; on demande de la construire et d'indiquer les différentes 
formes de la courbe suivant que Von a 

b < a, b = a, b > a. '(G. L.). 

Les formules de transformation qui lient les coordonnées 
X, Y d'un point de l'hyperbole aux coordonnées du point 
dont on cherche le lieu géométrique sont (*) 

_ 2bœ (y + fc) . Y — a^* — y' + fe' 
x^-^-y^ — b*' — œ^+î/* — 6*' 

et comme le point X, T est sur l'hyperbole, on a 

X} y;^_ 

4 fe'a?' (y + 6)» __ (x^ — ^> + 6«)' _ 

^ ^ (a^x^ + 2/' — b*y (as" + y * — &')* "" ^ 

ou, aprfes calculs, 

â« a;* — 2ft* (y + 6)* à?» + a* (?/ — 6*)» = 'ô. 
C'est une première forme do TéquatiOn du lifeu. 

Into^sectidh ûvec Ox. — Faisant y = o on â TéqUation 

«•tK* — 26*a;" + a*6* = o. 

La condition de réalité de racines est h^ — a*6*>, o, ou 
?/*(6*— a*) > ô. Si & < a, la courbe ne coupe pas Qôo. Pour 
6 = a, on à un carré parfait a*(x* — a*)* = o. Enfin, si 6 > a, 
on a quatre points d'intersection avec Ox. 

Tangentes horizontales. — Considérons l'équation [a] comme 
bicarrée en x. La réalité des racines dépend de 
U = ¥{y + by — a' (y^ — 6»)» 

= (y + bY [6* (y + bY -a* {y- m 

= [b' (y+b)f aHu^ b)] [6«(y + 6)_a«(j/-6)]. 
On a ainsi, |)ôtir éépàter lé plan en régions, dëiix iangéntes 
horizontales 

^ _ 6(a«-6') ^ _ b{a^ + 6«) 

Les abscisses du point de contact sont 

Nous VerJ-btis t \èé cbhslruirc plus Ibiri. 
(•) Voir le Joilrhal page 77. 



— 84-^ 

Inlep^cclion avec Oy, — Faisant a; =o, ou a TéquaLiou 
(t/* — 6*)" = o, qui donne les points B et B'; ce sont des 
points doubles. Nous sommes ainsi amené à transporter 
Torigine en ces points, pour voir la forme do la courbe 
dans le voisinage. 

Transport de Vorigine au point B. — Posant 1/ = Y -j- 6, 
0? = X, réquation [a] devient 

26*X« (Y + 26)* == a» [X* + Y^ (Y + 26)*] 
ou [p] (Y + 26)«[26*X« — a*Y*] = a«X*. 

C'est une nouvelle forme de Téquation du lieu. Elle met 
en évidence les tangentes au point double B ; ces tan- 

bVZ 
gentes sont Y = + -^ — x^ valeur facile à construire. En 

a 
outre, elles séparent le plan en régions. Cette séparation 
nous montre que B', se trouvant dans la région ombrée, est 
un point double isolé. 

Transport de Vorigine en B\ — Posant a: = X, y + 6 = Y, 
on a 26«X«Y» = a^[X* + Y«(Y - 26)»]. 

On voit que par B' passe une tangente double Y* = o. 
Transformons encore Téquation ; on peut récrire 

a2X* — 6*X*Y» + Y»[a«(Y — 26)» — 6*X*] == o, 
ou 
X«[a*X» — 6*Y«] + Y^[aY + ÔX — 2a6][aY — 6X — 206] ~ o 

+-(-^ + 4-"X^-l-')=°- 

C'est une troisième forme de l'équation du lieu, rappor- 
tée cette fois à B' pour origine. Les droites 

6 a * 6 a 

sont les droites BA, BA' de la figure ; les droites 

^ — JL^ x_j__ 

6 a ""■ ' 6 ' a "~ 

représentent les perpendiculaires abaissées du point B' sur 
les deux droites précédentes. 
On forme ainsi deux triangles B.i.3 etB.2.4. 



Ces irîani^Ics soat très imporlauls ; d'abord ils donnent 
une séparation ; B est uii po'nt double avec des tangentes 
bien déterminées; et, de plus, les points i, 2, 3, 4 ne sont 
autre chose que les points de contact des tangentes hori- 
zontales à la courbe. 

Il suffît, pour s'en assurer, de calculer les coordonnées do 
ces points i, 2, 3, 4; on tombera sur les valeurs précédem- 
ment obtenues pour les tangentes horizontales. 

Qiuitrième forme de Véquation. — L'équation (a) peut 

s'écrire encore 

a\y^ — 6*)* = a:*[26»(j/ + 6)* — a'^x^] 
ou 

[8] a«(î/« — 6*)« = x\b^2 (y+b) — aœ][b\/2 iy + b) + ax]. 

Cette forma d'équation donne les points oh la courbe 
rencontre la parallèle à Ox menée par B. 

Les tangentes en ces points sont les droites 

V^ (y + ^) ±035 = 0, 

passant toutes deux par le point B' et faciles à construire. 

Asymptotes. — Soit ?/ = ^a? + 8 une asymptote. 

Désignant par cpm l'ensemble des termes de degré m dans 
réquation, par 9/11 -i l'ensemble des termes de degré m — i, 
et remplaçant x par i, y par y> les valeurs de y sont don- 
nées par 

<p„, (y) = aY — 2bY + a» = o 

. b^±\Jb' — a' 
ou Y == • 

' Pour que ces valeurs soient réelles, il faut b > a. 
On sait que 5 = —, — 7 — r-. 

D'ailleurs i ^'^ = ^"'^' 'j''^ 

I ?m-i = — 46^Y 

Donc 8 = — T-T TT' 

a^Y — * 

Remplaçant y* par sa valeur, on a 

6» 



^^= â^ ' '^--^jbnr;^ 



, b' — Jb' — a' , ''' 

'■= — —' ■ '■ = -\/îrrs^ 

Il y a donc, si 6 > a, quatre asymptotes réelles, symé- 
triques par rapport à Oy, et se coupant sur l'axe Oy en des 
points symétriques par rapport à l'origiDe. 

i?REHiER CAS ; d < a. — Il n'y a pas d'asymptotes, pas 
de points îi l'infini. La courbe est comprise entre les deux 



iaugenles horizontales données par les triangles B.i.3, 
B.2.4. 

Deuiièhe cas : i = a. Hyperbole équilatère. — L'équation (a) 
devient a;' — 2(y -f- a)*x* + {y* — a')' = o. 

Les tangentes au point double B sont aX* = Y'. 

Les formules donnent les tangentes borizontales deviennent 
y,=o 1/1 = (» 

Xi = ±a X, = » 

Ainsi, l'une des tangentes s'est transportée à l'infini; 

C'est ce qu'indiquent aussi les triangles B.2.4, B.i.3, 
dont les sommets i et 2 sont à l'infini. Car, transportant 
l'origine en B', la troisième forme de l'équation devient 
X'{X - Y)(X + Y) + Y'(Y + X - a)(Y 3-X- 30) = o. (ï) 
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Lm dtreetioas asymptotiques sonl données {lar 

("ï* — i)'=oïle«dcttx bissectrices aoat donc des directions 



asymptotiques doubles. Mais on a alors S = ; do&c la 
courbe n'a que des branches paraboliques. 

Troisième cas : & > o. — Les deux tangentes horizoutales 
sont toutes deux au- 
dessous de Oo; ; la 
courbe est extérleute h, 
rintervalle compris en- 
tre les deux tangentes. 

Il y a alors quatre ■*" 
asymptoteéréelles. ' 
Cherchons géométri- 
quement les directions 
Bsymptotiques. Pour 
qu'on ait un point à 
l'infini, il faut que 
MB 8t B'I soient pa- 
rallèles; or B'I est 
menée perpendiculaire 
à MB' ; donc il faut que MB soit perpendiculaire 




Par suite, le poiul M doit être à l'iatersecUoii de l'hyper- 
bole proposée avec la circonférence de diamètre BB'. 

On a ainsi les quatre directions asyinptotiques BP, BQ, 
BP', BQ'. Elles sont perpendiculaires deux à deux; on lo 
voyait du reste sur l'équation en ■{. 



L'ordonnée à l'origine est comprise entre les points B' 
et E, dont les ordonnées sont respectivement, en valeur 

absolue, b et ''^^' + °'^ . 

ô» — a' 
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Nous allons, pour cela, montrer qu'on a 

La première inégalité revient à 

6* < -n r» ou 6* — «' < &S 

0* — a* 

ce qui est vrai. 
La deuxième revient à 

b^ b\a^ + b»)' 

b' — a' ^ {b^ — a^Y 
ou 6*(6« — a») < (6*-f a*)\ 

ou enfin a« + 3a*6« -f" 4^'^* > o» 

ce qui est évident. 



ETUDE SUR LES COORDONNEES TRILINEAIRES 

ET LEURS APPLICATIONS 
Par M. Eé «H. Boqar 1. 

{Suite, voir page 59) 



Autre définition des cojrdoanées trilinéaires, — IdeniUé 
des deux définitions, — Les coordonnées trilinéaires s'in- 
troduisent encore dans le calcul par des considérations en 
apparence différentes de celles qui précèdent, mais qui en 
réalité ont une signification identique. 

Un point quelconque du plan peut être déterminé par Tin 
lersection de deux droites tournant autour de deux des 
sommets du triangle de référence, et dont les équations 
sont respectivement 

Aa; + Bï/ + G = k{yœ + B"y + G'), 
A'x + B'y +G = h{A'x + B'j/ + G"). 

Ces droites seront parfaitement déterminées parles valeurs 
particulières des paramètres k el h qui leur correspondent. 

Or, si l'on se reporte à la définition générale d'un système 
quelconque de coordonnées, on voit que l'on pourra regar- 
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der les yariables k et h comme de nouvelles coordonnées 
du point M, puisque les valeurs de ces paramètres déter- 
mineront deux lignes dont Tintersection fournira le point M. 
Connaissant les coordonnées cartésiennes œ^ et y^ d'un 
point Mj du plan, les coordonnées k^ et /ij dans le nouveau 
système seront données par les formules 



A"x, + B'y, + C" * - A-'œ, + Wy, + C * 
Réciproquement, connaissant les coordonnées A^et h^ d'un 
point M^ dans le nouveau système, on aura ses coordonnées 
rectilignes en résolvant les équations (1) par rapport à œ^ 
et à y^. Ces équations du premier degré donneront ac, et 
î/i par des fractions rationnelles dont les deux termes sont 
du premier degré en k^ et Ai, et qui de plus ont même 
dénominateur, c'est-à-dire qvi sont de la forme 

_ Mk, + m, + P Wk, + N'ft, + F 

Une équation /(a?,i/) = o dans le système de Descartes 
deviendra donc, en coordonnées nouvelles, 

/ Mk + Nft + P M'fc + Wh + P' \ _ ,.2^ 

'V Rfc + S/i + T ' R/i' + S/i + T y ' ^^ 
de môme qu'une équation (^{k^h) = o dans le nouveau 
système considéré deviendra, en coordonnées cartésiennes, 

"^V A'x + B"i/ + C" ' M'x + B'y + C" y ^' ^ ^ 
Toute équation algébrique et entière dans l'un des sys- 
tèmes se transformera donc en une équation algébrique 
entière, et du même degré dans l'autre système. 

Si i^on pose a = Ax + By + Gj p = k'œ + B'y +G\ 
y = k^x + B'-t/ 4- G', 1-équation (3) prend la forme homo- 
gène <p (— r , — ) = o, qui, par l'évanouissement des déno- 
minateurs, devient de la forme <p(a, p, y) = o, équation 
homogène en a, p, y. 

Or, les lettres a, p, y, que nous avons prises, dans la pre- 
mière définition, pour représenter les coordonnées trili- 
néafrçs 4'uE peint, ne soTït autrç chose que lésa, p,y actuels, 
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Il suffit, en effet, pour leur donner la même signifioation, 
de supposer les équations des axes de référence convena- 
blement écrites, de manière à satisfaire à la convention 
fondamentale sur les lignes des coordonnées trilinéaires, et 
de prendre pour paramètre de référence les facteurs cons- 
tants qui entrent dans les expressions des distances d'un 
point aux trois axes de référence, c*ast*-à^dire de prendre, en 
coordonnées rectangulaires, 

ou, en coordonnées obliques, 

V' A»+B« — 2ABC0SÔ /A' + B'?— 2A'B'eo8e 

A = : ' ut = . 

sm 6 ^ ' sm 

VA'* + B'^—2k''B' cos e . 

V= : ^ 

sin a 

a S 

k et h seront alors les rapports — et -^de deux des coor- 

Y Y 

données trilinéaires primitivement définies à la troisième. 

Cas particulier. — Supposons les coordonnées cartésiennes 
rectangulaires; on peut prendre les équations des axes de 
référence sous la forme 

X cos 9i -f- 1/ sin cp^ — p^=z o 

X cos cpj 4- !/ sin Çj — p^z= o 

X cos 93 + !/ sin 93 — p, = o 
et admettre quece triangle de référence est tel que l'origine 
des coordonnées cartésiennes soit dans son intérieur ; alors 
pour chaque côté un point intérieur au triangle est du môme 
côté que l'origine par rapport à ce côté ; si de plus on fait 
les paramètres de référence égaux à Tunité, les coordonnées 
trilinéaires d'un point du plan seront alors données en gran- 
deur et en signe par les formules 

a = pi — X cos cpi — y sin cpj , 

p =^p^ — X cos «Pj — y sin <p,, 

y = Pi— X cos fi — y sin Çj, 
et elles seront exactement les distances elles-mêmes du 
point aux trois côtés du triangle de référence, leurs signes, 
conformes à la convention fondamentale, étant bien ceux 
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que prennent les seconds membres de ces formules pour le 
point considéré. 

(A suivre.) 



QUESTION 357 

fSolution par Paul Boulogne, élève au Lycée Saint-Louis. 



Étant donnée une coniqus tnvj^.itc en deux points fixes ket 
B aiiœ deux côtés d'un angle fixe, oji mène à cette conique tine 
troisième tangente variable terminée en G et J) aux côtés de V an- 
gle donné. Par les points G etT) on mène des parallèles aux 
deux côtés de V angle : cm demande le lieu des points d'intersec- 
tion de ces parallèles quand la troisième tangente prend toutes les 
positions possibles. 

Prenons les côtés de l'angle pour axes de coordonnées, 
OA pour axe des x, OB pour axe des y. Désignons par a et 6 
les longueurs OA, OB, et soient x^, t/i ^^^ coordonnées du 
point du lieu. L'équation de la conique est 

(bx -^ay — aby + ^ ^IJ = o, (1) 

celle de la droite CD, 

ytX -{-x^y— x^ y^ = o. (2) 

Éliminons!/ entre (1) et (2), nous obtiendrons Téquation 
aux X des points d'intersection de la droite et de la conique. 
Écrivant que cetle équation a une racine double, nous au- 
rons l'équation du lieu. L'élimination de y conduit à 

x^ [{bx^ — ay,Y — Xx^ j/J + x [2ax^ {y^ — b) {bx^ — ay^) 

+ >^^Î2/i] + û' x\ (Vi —b)^ = o. 
Écrivant que cette équation a une racine double, simpli- 
fiant et enlevant les indices, on obtient 

œy (406 + l) — 4062 X — 4a^ by -f 4a* 6* = o.* 
C'est l'équation d'un© hyperbole rapportée à des parallèles 
aux asymptotes, et dont le centre est sur la diagonale 
issue de du parallélogramme construit sur OA et OB. Si 
les droites étaient rectangulaires, l'hyperbole serait équila- 
tère. 
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Nota. — Ont résolu aussi cette question: MM. Jourdan, à Rouen; Baron, à 
Sainte-Barbe; Gino Loria. à Mantoue; Petit, à Grenoble. 

M. Gino Loria et M. Herzog, élève du lycée Corneille à Rouen, ont remar- 
qué que le lieu pouvait facilement se trouver par des considérations géomé- 
triques; les droites qui, par leur intersection, donnent les points du lieu 
forment deux faisceaux homographiques ayant pour sommets les points à l'infi- 
ni sur les tangentes à la conique donnée. On en conclut de suite que le lieu 
est une conique, et comme elle passe par les pivots des deux faisceaux, c'est 
une hyperbole ayant ses asymptotes parallèles aux deux tangentes fixes. 



QUESTION 358 

isolation par M. Cadot, élève au Lycée Saint-Louis. 



On demande si la série 
est convergente. 

L-JL- 

Considérons le rapport — l qui a ponr valeur 

(n— i)m+JP 

n"* _ (m -^- p) L (n — i) — m L n 

Ln Ln 

L (n — i) 
= (w + p) — ^-j^ — - — m. 

Lorsque n croit indéfiniment, — ~ ^ tend vers i: 

^ Ln 

donc le rapport tend vers p. 
Si-la valeur absolue de p est > i, la série est convergente. 
Si la valeur absolue dep = i, la séiieest divergente, car 

le produit nwn=( — j) tend vers i en restant toujours 

supérieur à i . 
Si la valeur absolue de p est < i, la série est encore diver- 

/ n \">+P ^ - p l n \w + p 
genLe; car mt" = ( j n ; or ( ) 

tend vers r; n^ ~ P netend pas vers o, puisque l'exposant 
I — p est positif, donc la série est divergente. 
Nota. — La même question a été résolue par M. Petit, à Grenoble. 
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QUESTION 370 

^•Intloii par M. Barou, élève du Lycée Henri IV. 



On donne la parabole y* — 2px = o, et Von considère les 
cœiiques osculatrices à cette parabole en son sommet; montrer çtie: 
1® le lieu des sommets de ces coniques est une parabole ; 2® le lieu 
de leurs foyers est un cercle. 

Soit j/* =2pic (1) la parabole; les coniques osculatrices 
en son sommet à (1) auront évidemment pour équation 

y^ — 2px + Xo;^ = o. (2) 

1^ Lieu des sommets. 
Un diamètre a pour équation 

Xx — p -{- my :=^ o\ (3) 

le coefficient angulaire d'une tangente perpendiculaire à 

Xr — p _ 



(3) a pour valeur — 



y 



donc - .^^-:^ = ^. (4) 

Entre ("2), (3)^ (4) j'élimine m et X. 

isx — p '\- my = o (3) 

(\x — p)X 4- ^2/ = o (4) 

(kx — p) (X — i) = o 
Comme X est différent de i, car X == i correspond au 

cercle osculaleur h la parabole en 0, on doit prendrcX= -*-, 

ce qui donne pour le lieu 

2/2 — 2px -f- p«zî = o 
ou y^ — px = o, (5) 

parabole ayant même axe et même sommet que la première 
et son foyer au milieu do la distance focale de la première. 

2° Lieu des foyers, 

Soit(«^) un point du lieu. 

L'équation quadraliquo des tangentes menées de co point 
à (2) est 



— 9S — 

(y^ — 2px + Xac*) (p« — 2p« + Xa«) 

— [a(to — p) + Pi/ — p^ïî? = o. 
J'exprime que ces tangentes sont rectangulaires. 

5(aX-p)p =o 
I Xfi* — p* = — 2pa + ^** 
En éliminant X entre ces deux équations, on trouve le 
cercle a* + f^* — pa = o 

langent à l'origine à Taxe des y et ayant son centre au 
foyer de la parabole donnée. 

Nota. -— La même question a été résolue par MM. Boulogne, au lycée Saint- 
Louis; Lelieuvre, à Rouen; Petit, à Grenoble; Finat, à Moulins. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



13. — Etant donnés deux points A et B d'une parabole 
inconnuC; et la droite A^ axe de celte courbe, on abaisse sur 
A les perpendiculaires AA', BB'; puis on trace les droites 
AB', BA', qui se coupent en un certain point C. Démontrer 
que si, par le point C, on mène une parallèle à l'axe à, cette 
droite rencontre AB en un point qui appartient à la 
tangente au sommet; ce qui permet de déterminer simple- 
ment ce sommet. (G, L) 

14, — On considère la parabole P 

(Xj/ — xy — 2px =.• 0, 
qui est tangente à Taxe Oy au point 0, et qui coupe l'axe 
des X au point M tel que OM = 2p; on considère aussi la 
parabole cubique Q, enveloppe des normales de P. Cette 
courbe est tangente à Taxe Ox au point A, et coupe cet 
axe en un autre point B. Soit enfin G le point de rencontre 
de l'axe P avec Ox. On imagine maintenant que, d'un point 
R, mobile sur Orr, ou mène à la courbe P des normales. Go 
problème dépend d'une équation du second degré. 

1** Déterminer et discuter cette équation, et montrer quels 
résultats elle donne quand on suppose successivement le 
point R à l'un des points A, B, G ou M. 

2* Après avoir déterminé, en fonction de X, les rapports 
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OA OB OC 



OM' OM' OM' 
déduire do ces relations que Ton a 

20A.0G = AG.0M. 
3° Examiner successivement le cas où le point B se con- 
fond avec 0, et celui où le point A coïncide avec M. Énoncer 
les théorèmes auxquels donnent lieu ces deux hypothèses. 
iP Démontrer que le paramètre p de la parabole est donne 

par la formule p = ^ 

et que Téquation de Taxe est 

5<» Trouver Tenveloppe de cette droite quand on suppose 
que p est constant, et construire la courbe donnée. 

(G, L.) 

15. — Trouver le lieu des points M tel que, parmi les 
normales issues de ce point h la parabole 

j/' — 2px =0, 
il y en ait deux qui forment avec la droite 

J/=.Ttg<p 

un triangle isoscèle. Ce lieu est une parabole ; construire 
cette courbe lorsque Ton suppose 9 = —-, et montrer que 

o 

le sommet coïncide avec le foyer de la parabole donnée. 

(G. L.) 

16. — On considère une ellipse E rapportée à ses axes, 
et une conique A passant par les foyers et les extrémités 
B, B' du petit axe de E. Cette conique A rencontre E en deux 
points M etN, dijDTérents de B et B'. En ces points, on mène 
à E des normales qui rencontrent A en des points I, T, dont 
on demande le lieu géométrique. (G. L,) 



Le Ré(iactcur-Gcrant, 
E. YAZEILLE. 
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TRANSFORMATIONS RÉCIPROQUES 

Par M. Ci. de I^onychaiiips. 

[Suite y voir p. 49 et "z?.) 



12. — Proposons-nous maintenant de déterminer la tangente 
aux courbes F, transformées des courbes f, par transformation 
r^proque. 

Soient 0, 0' les deux points fixes, désignant particu- 
lièrement celui d'entre eux que nous avons nommé le pôle 



0* 




p a 



0» 

Fig, 5, 



r 



R' 



principal. Ayant pris sur /"un point A, on sait que pour obtenir 
le point correspoirdant A' sur F, il faut joindre AO' et au 
point 0' élever à AO' une perpendiculaire qui rencontre 
OA au point cherché A'. 

Si l'on pose 00' = a, OA = p, OA' = r, et si l'on désigne 
par 03 l'angle que fait A'AO avec 00', on a, comme nous 
l'avons précédemment montré, 

pr — a(p + r) ces w -j- o* = o. 

Mais si Ton veut éviter les calculs que nous venons de 
rappeler, nous ferons observer que l'on peut immédiatement 
obtenir cette formule de transformation par la remarque 
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suivante. Abaissons du point 0' sur la droite OAA.' la per- 
pendiculaire OH, on aura 

OH* =^ AH. AH 

ou o* sin' ti) = (a cos w — çi){r — a cos cd) 

et, après simplification, on a bien 

pr — a((5 + ^) cos (0 + a* = o. (A) 

13. — Recherche de la relation qui existe entre les angles 
formés par un rayon vecteur avec les tangentes aux points cor- 
respondants* 

.Appelonë Y, Y' ces angles qui sont donnés par les 
formules 

tgV=^ tgV =^. (*) 

La formule (A) donne d'ailleurs 

dr . dp ^ d^ i d^\ I / I \ • 

p -= f- r -r- a ( -~- + -j— ) cos w + «(p + r) sio w = o ; 

ao) ' dw \aid ' ao)/ 

on a donc 

pr(cotg Y -j- cotg Y') — a cos oj (p cotg Y + '' cotg Y) 

+ a(p + r) sin co = o, 

ou encore, après calcul, 

pr sin (Y + Y') — ap sin Y' cos (w + Y) 

— ar sin Y cos (lù -(- V') = o. 

. Si Ton tient compte de la condition (A) on aura 

p sin Y cos (o) — Y') -f- *' sin Y' cos (lo — Y) 

x= a sin (Y + Y') 
ou encore 

(a — p cos 0)) cotg Y' -j- (a — r cos w) cotg Y 

= (p -f- r) sin 0). (B) 

14.— Telle est la relation fondamentale entre les angles 
V et Y; elle permettra de construire la tangente à la 
courbe f, si Ton sait construire la taagente à F, ou inver- 
sement. 

On peut déduire de là formule (B) des Constructions très 



(*) Nou3 employons ici la notation différentielle, qui est commode et plus 
agréable à beaucoup de noslecteurâ; nos jeunes lecteurs, pour mieux suivre 

Cette démonstration, voudront bien remplacer -^ par p' et — par /'m 

diii r<o (jHù 
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diverses pour déterminer Tangle V connaissant l'angle* V. 
Voici Tune de ces constructions. 

La formule (B) peut s'écrire 

O'P cotg V — OT' cotg V = AP + AT', (G) 
P, F désignant les projections des poinls À» A' sur la ligne 
des pôles 00'. 

Aux points A, A' élevons à la droite OAA des perpendicu- 
laires qui rencontrent les lignes des pôles 00' au^ points 
R, R' ; puis au point H qui est situé sur A A et se projette sur 
OO'au point 0' lui-même élevons à AA une perpendiculaire 
qui rencontre en K et en L les tangentes aux courbes f et 
F aux points A, A'; on déduit, de cettejconstruction, le calcul 
suivant : 

On a d'abord AH = KH cotg V 

AH = HL cotg V 
et> par suite 

OP. A H Mi^T'^ 

~LH KH~-^^ + ^^* 

D'autre part 

P • O'P' 



COS (O COS 0) 

et l'égalité précédente devient 

coso) \LH KH; ^^"t-^^ 

ou enfin, en remarquant que OT.O'P' = AP.A'P', 

I I I . I 



LH KH AR * A'R' 

Cette relation estfondamentalepour le tracé des tangentes 
dans cette méthode de transformation ; elle permet, par 
une construction asseïS rapide^ de trouver le point K, si l'on 
.connaît le point L, ou inversement. 

Mais il faut observer^ comme nous l'avons déjà fait remar- 
quer, qu'on peut tirer de la formule (B) beaucoup d'autres 
constructions, probablement plus simples ou plus remar- 
quables que lapréfcédente. C'est ce que nous allons d'ailleUrs 
montrer en nous occupant dans le paragraphe suivant d'une 
courbe célèbre. 

15, — Appliquons la formule (B) à la courbe de êéparatioii 
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d'ombre et de lumière dans l'épure de la vis à filets triangu- 
laires (*). 

Cette courbe se définit ainsi: Soit f un cercle donné décentre 
0', un point fixe; on prend sur le cercle un point A que Von 
joint au point 0, cette droite rencontre la perpendiculaire élevée 
au point 0' au rayon D'A en unpoint A' dont lelieu, quand le point 
A décrit f, est la courbe de séparation d'ombre et de lumière dans 
l'épure de la vis à filets triangulaires. 

On voit que cette courbe peut être considérée comme 
transformée du cercle par la transformation réciproque. 




La méthode que nous venons de donner jt)our la construction 
des tangentes peut donc s'appliquer à cette courbe. Poncelet 
{loc, cit.) trouve, par l'application de la méthode de Roberval, 
une construction qui, dans le cas considéré, est plus simple 
que la construction générale indiquée plus haut. 



(•) Voyez Poucelet, Applications d'analyse et de géométrie^ 1. 1, p. 450. 
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Il est intéressant de retrou ver, avec le secours de notre 
formule^ l'élégante construction de Poncelet. 

De la formule (B) on a déduit (C), et celle-ci, dans le cas 
particulier où f est un cercle, devient 

cotg V — cotg V = y^,^ ; (1) 

en remarquant que 

AP = R cos (u) + V) OA' = R cotg V 
. AT' = R cotg V sin (co + V) 
O'P = R sin (w + V) 
O'P' = R cotg V cos (co + V) 
la relation (1) peut s'écrire 

sia(V-V') ^ cotg(a> + V) 

sin V sin V ' ^ 

Si au point B^ point de rencontre de /"avec Ô'A', on mène 
la tangente qui rencontre 00' au point C, on aura 

BC= Rtg((o+ v). (3) 

D'autre part le triangle rectangle AO'A' donne 

(r — p) sin V = R (4) 

et les relations (2), (3), (4), donnent par combinaison 

r — ^ _ BG 

sin(V— V) ~ sinV 

C'est de cette relation que l'on déduit immédiatement la 
construction suivante, indiquée par Poncelet: On prolonge le 
rayon recteur O'A' dune longueur A'H = BG et la droite AH 
donne la direction de la tangente au point A' à la courbe F. 

C'est ce que prouve en effet le triangle AA'H: car, en posant 

HAA = ce, on a . ,^r ^ = : ; 

sin(V — x) smoî 

donc Y' = X. 

16. — Remarque I. — Dans le cas particulier où le pôle 
est sur le cercle, la courbe devient une stroph&ide. — C'est 
ce que la géométrie reconnaît immédiatement. On déduit 
donc de la construction qui précède un moyen très simple 
de tracer la tangente en un point donné sur la strophoïde. 

Remarque IL — Considérons une courbe /*, et, par la trans* 
formation réciproque, transformons-la en une courbe F; si 
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Ton transforme /* et F par la paéthode des rayops vecteurs réci- 
proques, on obtient deux courbes f et F' qui, ai la puissance 
de transformation est égale à OO'S peuvent être considérées 
comme transformées Tune do l'autre par notre méthode. 
En effet, les formules 

P? = «' 



rr = a* 



a* 



-f- ?• = r-, 



donnent cr 

pr 

et p 

^ ' pr 

et la formule pr — ci(p -\- cos o> -|- o'* =? o 

devient pf -^ a(p' -f- r) cos w -|- a* = o 

formule qui prouve bien que f el F' sont des courbes 

transformées Tune de Tautre par noire méthode, 

Il résulte de cette observatioi^ une |*emarqae imporlante. 
Supposons qae l'on considère une anallagmatique de notre 
système de transformation; supposons par conséquent que 
/* et F ne fassent qu'une seule el méine courbe 9 ; alors /" et 
F' ne forment aussi qu'une courbe cp', savoir la transformée 
de ç par rayons vecteurs réciproques. Mais alors cp', formé 
de deux branches de courbe qui se déduisent Tune de 
Tçiutre par la transformation réciproque, est aussi une anal- 
lagwatique de cette transformation. 

Jl y ^ pourtant exception à cette règle quapd la courbe ^ ' 
est ^lle^rmôpae anallagmatique dans la [transformation 
p£ir rayous vecteurs réciproques. Par exemple la stropl^oïde 
est anallagmatique par rapport aux rayons vecteurs qui 
partent de son sommet^ dans Tune et Tautre des deux 
méthodes. Dans ce cas singulier 9 et 9 coïncident, et Toîi 
ne peut plus, de Tanallagmatique cp, déduire la nouvelle anal- 
lagmatique 6'. 

Remarque III. — Si Ton considère une conique A et un 
point M sur la courbe ; si, autour du point M, on fait tourner 
un angle droit dont les côtés rencontrent A aux points B, C, 
on sait que BG rencontre la normale en Ma A, en un point 
fixe P; c'est le théorème de Frégier. Il en résulte que si Ton 
transforme A par transformation réciproque, M et P étant les 
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pôles, mais P le pôle principal, on retrouve la conique A 
elle-même, Ainsi les coniques, dans les conditions cfe iransfor-^ 
mation que nous venons de définir, sont des anallagmatiques de 
notre système. Celle remarque intéressante nous a été faite 
par M. Ed. Lucas. (A suivre.) 
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CONSTRUCTION D'UNE CONIQUE 

AU MOYEN d'une ÉQUERRE 
CONNAISSANT LES DEUX EXTREMITES d'uNE CORDE NORMALE 

ET DEUX AUTRES POINTS 

Par M. Petit, élève en Mathématiques spéciales au Lycée Charlemagne, 



Ce problème peut être résolu par Tapplicalion du théorème 
de Pascal, mais ot\ peut aussi le résoudre par une cons- 
truction, qui parait sensiblement plus rapide, en utilisant la 
transformation réciproque imaginée par M. G. de Long- 
champs (*). Nous aUons, à cet effet, considérer une conique 
comme transforwée d'une droite, grâce au théorème suivant. 

Théorème I. — Étant donnés deux points fixes P et Q, 
et une droite fixe A, si Von considère un angle droit pivotant 
autour du point Q, si Von 
joint IP, le lieu du point de 
rencontre M de cette droite 
avec QM est une conique. 

Car à une droite PI corres- 
pond une seule droite QI, 
par suite une seule droite QM. 
Donc QM et PI sont deux 
droites correspondantes de 
deux faisceaux homographi- 
ques. Par conséquent, M décrit 
une conique passant par les points Pet Q. 




(•) Voir l(j Jowmal, p. 49. 
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Si Ton remarque que le point Q est obtenu quand la 
droite QI est confondue avec QP, on voit que QM à ce moment 
est devenue la tangente en Q. Donc cette tangente est per- 
pendiculaire à QP, c'est-à-dire que PQ est une corde nor- 
male. 

Théorème II. — Béciproquement, si l'on donne une 
conique et une corde normale PQ, si Von joint un point quelcon- 
que M, de la conique aux deux points P et Q, et si en Q on élève 
la perpendiculaire QI à QM, le lieu du point de rencontre I de 
cette droite QI avec PM est une droite. 
En effet, menons les tangentes en P et Q aux extrémités 

de la corde normale. On 
^* obtient un point R; joi- 

gnons ce point au point I 
qui correspond au point M 
pris sur la conique. 

Si Ton construit le lieu 
du point M' obtenu en fai- 
sant pivoter un angle droit 
autour de Q en prenant 
RI comme droite fixe A 
et les deux points fixes 
P et Q, d'après le théo- 
rème précédent, ce lieu 
est une conique qui 
admet avec la conique donnée trois points communs et 

deux tangentes commu- 
nes. Donc ces deux coni- 
ques coïncident. 

Par conséquent, si Ton 
donne les extrémités d'une 
corde normale et deux 
points, par la construc- 
tion précédente, les deux 
points donnés autres que P 
et Q donnent deux points 
de la droite A; connaissant cette droite A, on construira 
aisément la conique point par point avec une équerre. 
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Remarque. — Pour savoir à quel genre appartient la conique 
correspondant à une droite et à deux points donnés, nous 
remarquerons que le point M ne s'éloigne à Tinfini que si 
QM et IM sont parallèles, c'est-à-dire si l'angle MIQ est 
droit. Bonc si l'on décrit un cercle sur PQ comme diamètre, 
PA et PB sont les directions asymptotiques. Par conséquent, 
le lieu est une ellipse si A est extérieur à ce cercle, une 
parabole si elle lui est tangente et une hyperbole si clic lui 
est sécante. 



ETUDE 
SUR l'Équation et sur la forme binaire 

DU QUATRiÈxME DEGRE 
Par M. KoBhler. 



/. — Préliminaires. Représentation géométrique (Sune forme 

binaire. 

Considérons sur une droite deux points fixes 0, 0' que 

nous appellerons points fondamentaiix ; la position d'un point 

quelconque A de la droite sera déterminée, si on connaît 

OA 
le rapport-rrrr- de *5cs distances aux points et 0', et si l'on 

convient en outre de regarder ce rapport comme positif 
lorsque A est situé entre et 0', comme négatif dans le cas 
contraire. Celle convention est tout à fait analogue à celle 
que l'on emploie pour les coordonnées trilinéaires ; un point 
situé dans l'intérieur du triangle de référence a ses coor- 
données positives. 

Ce qui précède donne l'interprétation géométrique de la 
forme binaire du premier degré ax + by : égalée à zéro, elle 
représente un point tel que le rapport de ses distances aux 

OA X 
points et 0' (OA = x, O'A = y) a pour valeur rrrrr = 

= — — . Une forme binaire de degré n telle que 
a 
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étant le produit de n facteurs linéaires, représentera un sys- 
tème de n points réels ou imaginaires. 

Lorsqu'on fait subir à une forme donnée Une transfôrmû- 
lion linéaire en posant a;= aX -|;- pY, y = a'X + P'Y, cela 
reyient à changer la position des points fondamentaux. Le 
nouveau point à partir duquel on compte les distances X 
est tel que pour ce point on a X = o; il est donc déter- 
miné par réquatiou ^'x — pi/ = o, puisqu'on déduit des 

formules de transformation X=-î--7 ^-f-. De même, le nou- 

veau point àpartir duquel on compteles distances Y est déter- 

. / 1,/ .. . . '^ — ^'^ -^ ^y 
mine pari équation a a; — aj/= o, puisque Y = — , — ;— ^ 

On sait qu'on appelle invamn/ d'une forme toute fonction 
des coefficients qui, par l'effet d'une transformation linéaire, 
se reproduit, multipliée par un facteur ; si 9 désigne ' la 
fonction dont il s'agit, a, &, c, ... étant les coefficients de la 
forme primitive, A, B, G,. . . ceux de la transformée, on aura 
(p (A, B, C...)= K . (p (a^ 6, c,.. .) 

Si l'on parvient à démontrer qu'une équation telle que 
cp (a. 6, c, . . .) = o représente une propriété géométrique des 
points du système donné, propriété indépendante de la posi- 
tion des points fondamentaux, il est clair qu'on aura démontré 
par cela même que (p (a, 6, c, ...) est un invariant. Car 
on aura aussi <p (A, B, G,...) = o après la transformation 
linéaire; donc cp CA, B, G,...) qui est fonction implicite de 
a, 6, c,... et aussi de of, p, a, p', doit contenir en facteur 

(a, by c, ...). Gertaines fonctions, renfermant à la fois les 
coefficients de la forme et les variables x, t/, jouissent aussi 
delà propriété d'invariance ; 9 désignantle symbole opératoire 
d'une pareille fonction, on a 

cp (A, B, G, . . . X, Y) = K . cp (a,6, c, . . . ce, y), 

K étant un facteur indépendant des coefficients et des 
variables. Ges fonctions, appelées covariants, spnt de nou- 
velles formes qui, égalées à zéro, représentent des groupes 
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dcpoials liés au système des points donnés par des relations 
géométriques indépendantes des points fondamentaux. 
. Nous allons étudier les invariants et les principaux cova- 
riaiils de la forme binaire du quatrième degré par des pro- 
cédés tout à fait élémentaires. 

IL — Résolution et discussion de Véquation du quatrième 

degré. 

La forme du quatrième degré, que nous écrirons 

possède deux invariants, l'un du second, Tautre du troisième 
degré par rapport aux coefficients. lis se présentent d'eux- 
mêmes, comme on va le voir, lorsqu'on cherche à résoudre 
l'équation f=^o, et jouent un rôle capital dans la discussion 
des racines. 

Une des méthodes les plus usitées pour la résolution de 

1 équation du quatrième degré, celle de Ferrari, consiste à 

compléter le carré dont a^x^ -j- ^abx^y sont les deux premiers 

termes, et à écrire, après avoir multiplié tous les termes par a, 

{ax* -f- 2bxy + Xy*)» — y*[x*{/^b — 6ac -f- 2aX) 

+ 2xy{2b'k — 2ad)-f- y*Ow* — ae)] = o. (1) 

En exprimant que le second polynôme entre crochets est 
uu carré parfait, on obtient une équation du troisième degré 
en X, dont chaque racine fournit une décomposition de la 
l'orme donnée en deux facteurs quadratiques. 

Cette équation en X est 

X» — 3cXV+ X(45d — ae) + 3ace + 2b^e — 2ad* = o. (2) 

En faisant disparaître le second terme par la substitution 
X == |x -|- c, on obtient 
[a' — ji.(ae — ^bd + 3c') + 2{ace -f- afccd — b^e — ad^ — c*) = o. 

Nous poserons dorénavant 

ae — ^bd -j- 3c* = I 
ace -j- 2bcd — 6*e — arf* — c' = J 
et nous écrirons ainsi l'équation résolvante ; 

jjt3 — lu. -j- 2J = o. (3) 

Les fonctions I >t J sont les deux invariants fondamen- 
taux de la forme du quatrième degré ; il sera démontré uu 



— 108 — 



A == 



eu plus loin que ces fonctions jouissent de la propriété do 
invariance. 

Puisque à chaque racine de l'équation (2) correspond un 
mode de décomposition delà forme du quatrième degré, si 
cette équation a une racine double, la forme ne pourra se 
décomposer que de deux manières distinctes: elle aura 
donc un facteur double. Il résulte de là que P — 27J- = o 
est la condition pour que Téqualion /*= o ait deux racines 
égales ; Texpression I' — 2JJ*, qui est le discriminant da 
polynôme |jl' — l|x + 2J, est aussi le discriminant de la 
forme/*, ou du moins ne peut en différer que par un facteur. 
On constate aisément que ce facteur est Tunité. Effecti- 
vement, si Ton forme le discriminant de f en éliminant x 
et y entre les deux équations fw= o, fyz=zo par la méthode 
de Sylvester, on trouve 

a 3b 3c d 00 

o a 36 3c do 

00 a 3b 3c d 

b 3c 3d e 00 

o b 3c 3d e o 

00 b 3c 3d e 

Le terme principal a^e^ de ce déterminant se retrouve dans 

Texpression P — 27J*, ce qui suffit pour démontrer notre 

assertion. 

Lorsqu'on a à la fois I = o, J = o, la résolvante a une 
racine triple nulle ; cela veut dire qu'on ne peut décomposer 
la forme en deux facteurs quadratiques que dune seule 
manière (en prenant X = c) ; donc /*== o a aussi une racine 
triple, qui peut même être quadruple. 

Quand f admet un facteur linéaire quadruple, on doit 
avoir 6' = ac, bc = ad, bd = oe, ou simplement une seule 
de ces trois conditions, avec I = o et J = o. 

Enfin lorsque / a deux facteurs doubles, il faut joindre à 
l'évanouissement du discriminant une deuxième condition 
qui peut être ïnise sous différentes formes. Une des plus 
simples est ad* — b^e = o, comme il est facile de s'en assurer 
en exprimant que f est le carré d'un polynôme du second 
degré. On reconnaît aussi très facilement que les deux ra- 
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ciues doubles de /* = o sont réelles, si 6* — ac > o, ima* 
ginaires si 6* — ac < o. 

Supposons maintenant que le discriminant soit différent 
de zéro. Il n'y a pas de racine double, et trois cas peuvent 
se présenter : 

1° Les quatre racines sont réelles; alors il est évident que 
le polynôme /*peut être décomposé de trois manières en fac- 
teurs du second degré à coefficients réels. 

2^ Deux racines sont réelles,Mes deux autres sont imagi- 
naires ; en désignant ces racines par y, 8, k -|~ Ph ^ — ^iy on 
aura les trois décompositions suivantes : 

{x — yy){x — ty) X(x — î/(a + ^t))ix - î/(a — pi)) 
{x - ^y)(x — y(a + pi*)) X(x — ly){x — y{cf. — pi)) 
{x — yy)(x — j/(a — ^i)) X {{x — ly){x — y{a + ^i)) 
La première est à coefficients réels; les deux autres sont 
à coefficients imaginaires, et il est facile de voir que les 
coefficients de ces deux dernières décompositions sont ima- 
ginaires conjugués. 

3° Les quatre racines sont imaginaires ; on verra, comme 
dans le cas précédent, qu'une des trois décompositions est 
à coefficients réels ; les deux autres ont leurs coefficients 
imaginaires, mais ils ne sont pas conjugués. 

Ces remarques étant faites, supposons que Ton ait 
P — 27 J* < o ; la résolvante en ix aura une racine réelle 
oldeux imaginaires. L'équation du 4« degré aura deux racines 
réelles et deux imaginaires. Bn effet, si l'on porte dans l'équa- 
tion (1) les valeurs de X qui répondent aux valeurs imaginaires 
de [A, on aura évidemment deux décompositions en facteurs 
du second degré à coefficients imaginaires, et ces coefficients 
seront conjugués. Quant à la valeur réelle de |x, elle ne 
peut donner que des facteurs réels, une au moins des trois 
décompositions étant réelle. Nous sommes donc dans le 
deuxième des trois cas examinés tout à l'heure ; il y a deux 
racines réelles, deux imaginaires. 

Supposons maintenant que l'on ait P — 27 J* > o. La 
résolvante en |x aura ses trois racines réelles; l'équation du 
4^ degré aura ses quatre racines réelles ou ses quatre racines 
imaginaires. Pour lever l'ambiguïté, il faut consulter le 
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signe du coefficient 46* — 6ac -j- ^aX dans Téquaiioa (1). 
Toute valeur de X qui rend ce coefficient positif donne une 
décomposition réelle, toute valeur qui le rend négatif donne 
une décomposition. en facteurs imaginaires, puisque, alors, le 
premier membre de (1) est la somme de deux: carrés. Dans 
le cas actuel il peut arriver : ou bien que les trois valeurs 
réelles de X rendent positive la quantité 46* — 6ac -f- 2aX, 
et alors Péquation/' = a ses quatre racines réelles; ou 
bien qu'une seule des trois valeurs rende cette quantité 
positive, alors /*= o a ses quatre racines imaginaires. 

Remarque. — Il résulte de la discussion précédente qu'une au moins des trois 
racines de la résohante satisfait toujours à la condition 46' — 6 <ic-{- 2 aX > o 
ou, en remplaçant X par i* + ^ • - ^ — 2 oc + a|i > o. Le fait est facile 
à vérifier. 

Remplaçons dons le premier membre de l'équation (i) \k par ; 

nous obtenons, toutes réductions faites, 

\- la* d^ + d (4 a2 &3 — 6 0* èc) + 4 66 — 1 2 ab^c + 9 a^bW) 



a 



2 
ou bien ^ [a* d 4 2 6^ — 3 abc]'\ 

résultat essentiellement négatif, puisque a est toujours supposé positif. Comme 

2 ctc ~^ 2 0^ 
les substitutions de 4 « et de à la place de li. dans la résol- 

vante donnent des résultats de signes contraires, il y a une ou trois racines 

2 dc ~~* 2 b''^ 
comprises entre 4 00 et , et par suite une au moins des trois 

racines de la résolvante satisfait à la condition 2 ac — 2 6^ 4. ^ji. > o. 

Pour lever l'ambiguïté qui se présente lorsque le discri- 
minant est positif, sans calculer les racines de la résolvante, 
il faut recourir aux fonctions de Sturm ; nous allons expri- 
mer ces fonctions au moyen des invariants I et J. 

On trouved'abordpour la suite de Sturm: 

Vi = ax^ + 3bx^y + 3cxy^ + dy^ 

Vj = 3x\b^ — ac) + Zxy{bc —ad) + yHbd — ae] 

V, == a?[(6« — ac){^ac^ — gb^c + abd — a^e) 

+ 3(bc — ad)(3b' — 4 abc + a^d)] 
+ y[(bd—aé){3b^ —4060 + o«d) — 3d(6» — ac)*] 
= kx 4" Bj/ 
Vi = A«(ae — bd) + 3AB(6c — ad) — 3B>(6« — ac). 



— m — 

Les polynômes A el B s'expriment au moy^n dé I et de J. 
Ainsi 

A = 6ab*c^ — Sab^d + 1 5a*bcd — ga^c^ -^ a*&«e + a^ce — 3a^d'' 
= 3aHacc + 26cd— 6*e— ad* — c3) + 6a6V— &aW 

— 2a^ ce + ia*bcd + 2a^b^e — 6a*c^ 
= 3a^J + 2al(6« — ac). 

Gomme a est supposé positif, on peut diviser par a et 
prendre A = 3aJ -f- 2l(6* — ac). 

De môme on trouve B = 3&J + ^bc — ad). 
Quant à la dernière fonction V^, elle est nécessairement 
égale au discriminant de /"multiplié par un facteur, puisque 
¥4 = exprime qu'il y a un facteur commun du premier 
degré entre f et f'x. C'est ce qu'on peut vérifier en rempla- 
çant A et B par leurs valeurs ; il vient alors 
V, = gj^(a'e + 6ab^c — ^.a^bd — 36*) 

+ [3oIJ + J«(6« — ac)][4(6*— ac){ae— 6d) + 3(6c— ad)«] 
= 9J*(a«I — 3(6«— ac)*)+(3aIJ+P(6»— ac))(I(6«— (ic)-«3aJ) 
= (6« — ac)*(P — 27J*). 

En supprimant le facteur positif (6' — ac)*, on peut prendre 
V, = P — 27J*. 

Supposons maintenant P — 27 J* > o. Pour que l'équation 
ait quatre racines réelles, il faut que les coefficients des 
premiers termes de la suite do Sturm soient positifs; on a 
ainsi les deux conditions 

6* — ac > o, 3aJ + 2l(&* — ac) > o. 

Si ces deux quantités sont de signes contraires ou si 
toutes deux sont négatives, l'équation a ses quatre racines 
imaginaires. 

RÉSUMÉ D£ LA DISCUSSION 

Quatre racines réelles P — 27J* > o, 6* — ac > 0, 

3aJ + 2l(&* — ac > o 

une au moins des 
des deux quanti- 
tés 6' . — ac et 3aJ 
+ 2l(i« — ac) né. 
gative ; 



Quatre racines imaginaires P — 27 J'>o 
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Deux racines réelles et ^, ,, 

deux imaginaires ^ 

Une racine double P — ; 27 J* = 

Une racine triple I = o, J = o 

Une racine quadruple I = o, J = o, 6* — ac = o 

(réelles, si 6* — ac 
Deux racines doubles P - 27P = o ^^^ imaginaires 

SI 0' — ac < o). 

(A suivre.) 



LIEU GEOMETRIQUE (*) 

Par M. Toqué» élève au Lycée Gharlemagne. 



On considère une asymptote d'une hyperbole, un point fixe P 
par lequel passe Ihyperbole; Vun des foyers est constamment 
situé sur la perpendiculaire menée de P sur Vasymptote, Lieu 
du point d'intersection de la deuxième asymptote avec la direc- 
trice qui correspond au foyer donné, 

• Prenons pour Oy l'asymptote donnée, pour Ox la perpen- 
diculaire abaissée du point fixe P sur Tasymplote. On sait 
que la directrice s'obtient en abaissant du foyer une per- 
pendiculaire sur l'asymptote; donc l'origine est un point de 
la direclrice, qui par suite a pour équation y — nix = 0. 
Soit X l'abscisse du foyer; l'équation de l'hyperbole, en met- 
tant en évidence le foyer et la direclrice, et en tenant 
compte de ce que Oy est asymptote, est 

(a? — A)» + t/2=(y — mxf ; 
ou (m* — I )^" + 2Xcc — 2mœy — X* = 0. 

Exprimant que l'hyperbole passe par P, et posant OP = d, 
on a (w' — i)d« + 2Xd — X* = 0. . (1) 
La directrice est y = mx. (2) 
Enfin le faisceau parallèle aux asymptotes mené par 
l'origine est x[{m^ — î)x — 2my] = 0. 
-— — — — — — — ■ — ■ - — 

(*) Question proposée à quelques candidats à l'École polytechnique, 1881. 
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Cherchons le centre de l'hyperbole ; il est donné par 

X . ^ ~ - c'est-à-dire ^ 

/ (w*— i)a5+X — wt/ = (my = \ 

La deuxième asymptote a donc pour équation 
(m* — i)x — 2my 
+ 2X = 0. (3) 
On aura l'équation dulieu 
en éliminant m, et X entre (i), 
(â) et (3) donne 

X* + y* 



ou 



x = 



2X 




Substituant dans (1), on a 

2X L 2X J 

OU 4d*(y* — x^) = (x* -f- j/«) (x* + y' — 4<fcc). 

Ordonnons par rapport à x* + j/*; nous avons 

(^" + y*y — 4dx(x* + y») — 4d«(j/« — cc«) = . 
En résolvant nous avons 

05* + j/* = 2(te i 2dj/. 
Le lieu se compose donc d'un système de deux cercles, 

dont les centres ont pour coordonnées | , , 

( y= » y = — d 

On a ainsi les points (o et io^ obtenus en élevant en Pune 
perpendiculaire à Ox, et prenant Pw = Pco' = PO. Ces 
deux cercles passent par l'origine; ils sont orthogo- 
naux. 

DÉMONSTRATION GÉOMÉTRIQUE 

Nous avons trouvé deux cercles, mais cela tient à ce que 
pour une portion déterminée de F on peut choisir, au lieu 
de l'asymptote A^, la symétrique A, par rapport à Ox. 

Pour trouver géométriquement le lieu, nous nous ap- 
puierons sur le théorème suivant : 
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Tout point d'une hyperbole est équidistant du foyer et de la 
directrice, la distance à la directrice étant comptée parallèlement 
à une asymptote. 
Cela posé, donnons -nous le foyer F sur Ox; alors Thyper- 

bolecstbiendé' 
terminée ; il s'a- 
git de la cons- 
truire, sachant 
qu'elle passe par 
P, et que Oi/ 
est une asymp- 
tote. Menonspar 
P une parallèle 
^ à Oaî, et prenons 
PD == PF. Joi- 
gnant OD, ce 
sera la direc- 
trice, et la per- 
p endieulaire 
FH, abissée de 
F sur la direc- 
trice, est l'axe 
de Thyperbole. Soit <o le point où l'axe rencontre DP. Les 
triangles rectangles FPw, DPO sont égaux, et par suite 
Po) = PO. Donc le point o), où l'axe rencontre la verticale 
Po), est un point fixe, quelle que soit l'hyperbole considérée. 
D'ailleurs, comme le point J cherché est le symétrique de 
par rapport à H, on a wl = wO, et le lieu de de I est la 
circonférence de centre w, de rayon wl. 

Nous avons obtenu cette hyperbole en comptant PD 
au-dessous de Ot/; on a ainsi la figure 1. En portant PD 
au-dessus de Ox, on a la figure 2, qui n'est autre chose que 
la figure 1, qu'on a fait tourner de i8o° autour de Ox. Il en 
sera donc de même pour le lieu. Le lieu du point I est la 
circonférence déjà trouvée; celui de I^ est cette circonférence, 
qu'on a fait tourner de i8o® autour de Ox comme charnière. 
On peut faire varier la distance de F à l'origine depuis 
— 00 jusqu'à -j- ^- Gomme positions particulières, prenons 
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le foyer en ; Thyperbole se réduit alor^ aux den:^ axes 
Ox et Oy, et le point correspondant du lieu est le point 0, 
Plaçant le foyer en P, Thyperbole dovienl ufte droite 
double parallèle à Ow menée par P, et le point oorregpoo- 
danl du lieu est le symétrique de p^r rapport à P. 



^^^^^^^■^^^^■» 



QUESTION 382 

(Solution par M, Trani^, élève an Lycée de Toulouse, 



Si les extrémités d'une droite dfi longiieur constante glissent 
sur deux droites qui se coupent, un point de cette droite décrit 
me ellipse; démontrer que Vaire de cette ellipse est indépen"* 
dante de Vangle des deux droites. (Steiner.) 

Soient Ox, Oy les deux droites, ÂB la droite de longueur 
constante, M le point 
de cette droite qui décrit 
l'ellipse considérée. 

On démontre dans 
les cours que, l'angle 
œOt/ étant constant, le 
cercle OBA est de gran- 
deur constante, et que 
le mouvement de la 
droite ABpeut être rem- 
placé par celui du dia- 
mètre de ce cercle 
passant par iè point M. 
Soit DG ce diamètre. Le 
point M engendre une 
ellipse dont les axes 
sont dirigés suivant OC 
et OD, et dont les longueurs sont MD et MG. Cette ellipse 
a une aire égale à ic . MG. MD. 

Supposons que Tangle des droites Oo?, Oy varie et devienne 
xOy^ ; soient A^B^ = AB, M^A^ = MA ; traçons le cercle 
oAiBi et le diam^ire MiDjCi. 
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L'aire de la nouvelle ellipse, décrif e par le point M,, a 
pour expression ir.MiDi X MiCj. 
Or MiCi. MA = M1A4. M4B1 == MA. MB = MC. MD. 
Donc la surface reste constante. 

Nota. — La même question a été résolue par M. Dupuy, à Grenoble. 



QUESTION 387 

par M. Paul Boulogne, élève au Lycée Saint-Louis. 



Lieu des foyers de paraboles qui rencontrent en deux points 
fixes A et B une droite^ et qui sont normales en A à cette 
droite. On propose de vérifier géométriquement le résultat 
trouvé. 

Prenons AB pour axe des x ; la perpendiculaire en A à celle 




droite pour axe des y, et appelons 6 la distance AB. L'é- 
quation générale des paraboles satisfaisant aux conditions 
de renoncé esi {x -f- Cj/)* — bx =± o. 

. Pour avoir le lieu des foyers, écrivons que dans l'équa- 
tion. 
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4[(^'i + 4C1/1)» - bx,] [(x + Gyy - ùx] - 

[x(2(x, + Cy,) — 6) + 2Gy(x, + Cy,) — bx^Y = o 
le coefficient du rectangle est nul, et ceux des carrés égaux, 
nous aurons, après simplifications, 

Cj/i — Xi = o 
4G*j?i + 4^yi — 6=0 
el en éliminant G entre ces deux équations, nous aurons 
celle du lieu : 40;' + 40;^* — 6y« = o ; 

d'où on tire î/ = ih 






On reconnaît une cissoïde de Dioclès ayant l'origine pour 
pôle, l'axe des x pour axe et pour asymptote la parallèle à 
Taxe des y menée au quart de AB à partir de Â. 

Géométi-iquement, soit une parabole satisfaisant à l'énoncé. 
Par le point G oh la tangente en A rencontre la directrice 
menons une parallèle à AB. Elle est tangente à la para- 
bole eu un point E. Le diamètre passant par le point E 
rencontre AB en son milieu G. De plus AE passe par le 
foyer; mais alors les angles GAE, EGA sont égaux d'après 
la propriété de la normale. Donc la hauteur EH a son pied 
aa milieu de AG. On sait aussi que GF est perpendiculaire 
sur AE. Les triangles rectangles GFE, AIH sont égaux 
comme équiangles et ayant les hypoténuses égales; donc 
AI = FE, et la droite HE étant fixe, le point F décrit la 
cissoïde définie plus haut. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Andrieu, à Rouen; 
Baron, à Sainte-Barbe . 



QUESTION 395 

llk»laAlon par Paul Boulogne, élève au lycée Saint-Louis. 



Par un point (a, f) extéritur à une ellipse on mèiie les tangen- 
tes PA et PB à cette ellipse. Par le point I, intersection dés nor- 
males en A et B on mène les deux autres normales IG et ID; 
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enfin aux points G et D qui sont les pieds sur la courbe des 
deux dernières normales, on mène les tangentes CM, DM, qui se 
rencontrent en M. On demande : 4^ d*exprim>er les coordonnées 
du point M en fonction de celles du point 1?; 2^ de trouver 
Véquation du lieu du point M quand le point P se déplace de 
façon que les premières normales AI et BI fassent entre elles 
un angle droit. 

Soient a',^' les coordonnées du point M. Les droites AB, 
CD, polairesde P et de M, ont pour équations 

+ -T7- - 1= O 



a« ' 6 

OLX p'w 

et — - + -V^ I = o . 

a« ^ &* 

L'équation de la conique passant par le centre et par 
A, B, C, D est 

/ X' y^ \ / OCX py W^'x p'y \ 

Or cette courbe, on le sait, est une hyperbole équilatère 
ayantses asymptotes parallèles auxaxes» dont les coefficieiits 
de 05* et de y* sont nuls, ce qui donne 





1 , aa 
«. + a' - « 


et 


6. + 6» = ^• 


D*où on déduit 




t 

X 





Si l'angle AIB est droit, Tangle APB est aussi droit, cl 
quand I se déplace de façon que AIB soit droite P décrit le 
cercle x* -}- j/« = o* 4" b*^ lieu des angles droits dont les 
côtés sont tangents à Tellipse; mais on a 

a^ 6» 

donc le point M décrira le lieu 

a* . 6* 
x^ ^ tf ~ ' 
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courbe du quatrième degré composée de quatre branches 
infinies asymptotes aux droites 

x = ± y=± , 

Remarque. — Celle seconde partie n*est pas autre chose 
que la question 329. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



les trois axes de la surface. 


16. — Ayant posé 

a^x 4- 6ij/ + Cis: = P< 
tt.cc -f 6aî/ + c,% = Pa 

«8»? + hy + C8« — Pa 

1 ^ 


avec â = 






«3 



15. — Trouver Téquation du cône ayant pour sommet le 
centre d'une surface du second ordre, et admettant pour 
génératrice les trois axes de coordonnées rectangulaires et 

(Ed, Lucas,) 

h^x + h^y + 633 =: Qa 

CiOJ + ç^y -f C,3 =r Qa 

^1 Cl 

&3 C3 

et supposant d'ailleurs 8 différent de zéro, on demande de 
démontrer que les deux ellipsoïdes 

P? + Pi + Pi=i 
Qî + Qi + Ql=i 

sont égaux. (Jacobi* 

17. — Les conditions étant celles de la question précé- 
dente, on demande de trouver Téquation du cône contenant 
les axes des deux surfaces. 

18. — Trouver le lieu du point dont la distance à une 
ligne fixe est dans un rapport donné avec la somme ou la 
différence de ses distances à deux points fixes. 

(The Educat. Times») 

19. — On donne un cercle G; par un point A de ce cerclé, 
on élève une perpendiculaire AB à son plan. On mène une 
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sécante AM qui coupe le cercle en M; sur Afi, de pari.el 
d'autre de A, on prend AP = AP' = AM; on mène les lignes 
MP et MP' et on demande : 

1<^ Le lieu des droites MP et MP', quand le point M décrit 
le cercle. Sections planes parallèles au plan du cercle. 

2*^ Par chaque point P de la droite AB il passe deux géné- 
ratrices PMetPM' de la surface. Le plan de ces génératrices 
coupe la surface suivant une conique dont on demande 
réqualion, le lieu des foyers, des centres et des sommets. 



AVIS 



Nous rappelons à nos lecteurs que la solution de chaque question doit être 
mise sur une feuille à part portant le numéro de la question, le nom de l'auteur 
de 11 solution, l'établissement auquel il appartient et l'énoncé complet de Li 
question. Les figures, s'il y a lieu, doi?ent être faites à part, avec beaucoup de 
soin ; enfin, nous prions nos correspondants de soigner la rédaction et l'écriture 
de leurs solutions. 



Le Rédacteur-Gérant^ 
E. VAZEILLE. 
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h^H^^BM^^^U^H^i^ 



TRANSFORMATIONS RECIPROQUES 

PaiwM. C}. de liOMf^climv&ps. 

[Suite,, voir p. 49, 77 et 97.) 



17. — La transformation que nous étudions appartient au 
genre des transformations de Magnus ; elles sont définies par 

les formules x = r^, y = —, 

U, V, W étant des fonctions du second degré en X, Y. 
Dans les transformations de cette espèce, à une courbe /*, de 
degré m, correspond, en général, et comme nous Tavons 
fait remarquer plus haut, une courbe F, de degré 2m. Maisla 
courbe F peut être d'un degré moindre et nous nous proposons 
d'indiquer maintenant les causes qui font abaisser le degré 
delà transformée. Nous ferons voir ainsi comment, par sui(e. 
de cet abaissement, nous avons été conduit a la construction 
de l'ellipse, point par point, au moyen d'une équerre, cons- 
truction que nous ayons exposée au début de ce travail. 

18. — Pour plus de clarté dans les développements qui 
vont suivre, nous rappelons que nous avons nommé pôle prin* 
ctpal celui des deux points donnés d'oii partent les rayons 
vecteurs; le second point donné pour cette transformation 
sera nommé pôle secondaire. Les axes de coordonnées sont» 
comme précédemment, la ligne des pôles qui est prise pour 
axe des x, et la perpendiculaire élevée à cette droite au mi- 
lieu de la ligne des pôles. 

19. Théorème. — Lœ^sque la courbe f passe par le pôk 
principal, le degré de la courbe transformée F est abaissé d'une 

unité. 
Les formules établies plus haut (p. 78) 

X _ Y«— X« + d« 

d ~ d«— X«— Y* 
<^)^ _ 2Y((i — X) 
d~d«— X« — Y* 
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formule qui a d'ailleurs servi à les établir. 
Si la courbe /" passe par le pôle principal, on a 

yfi i^y y) = {^ + d) u (^i y\ (J) 

A ^^ /s é^A^^ ^^^ fonctions entières en x et t/, Tune et Tautic 
de degré (w — i), tout au plus, en supposant f de degré m. 
Or, si. dans une fonction entière 9 (a?, j/), de degré m, on 
remplace a? et y par lesJformules de Magnus 

_ V _ U 

^ (X Y) 
ç (a?, y) devient — lJ , * éfant en général de degré 2m, 

dans tous les cas, ^ ne peutpasètre d'un degré supérieur. 
D'pprès cette remarque, Téqualion (i) deviendra 

Y F,(X, Y) _ F,(X, Y) 

Pi et F, étant de degré (2m — 2). L'équation transformée 

YF4(X,Y) = (X-f(0F,(X,Y) 
est donc de degré (2W — i) seulement. On voit aussi que 
cette courbe passe par le pôle principal. 

20. -r-TbéOrèllle. — Si la courbe f passe par le pôle secon-- 
doire^ le degré de la courbe transformée F e^^ QbaUsé d'une unité* 

Les formules (Â) donnent 

Si ^a courbe f, qu'on transforme, passe par le pôle secon- 
daire, S()n équation peut s'écrire 

yh{^y y) = {^ — à)U^, y) 

et^ en raisonnant comme nous l'avons fait pour établir le 
théorème précédent, on voit que le degré de la trans- 
formée F est seulement égal à (2m — i). 

21. — Théorème. — Si lu courbe qu'on transforme ff passe 
par le pôle secondaire^ normalement à la ligne des pôles, le 

degré de la transformée es t. abaissé de deux unités. 

*■' — — — . . , ■ , . ■ . ■ _-■■■■ . — 

(*) Voir p. 78. 
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L'équation de /' est alors 

y%(^y y) = {^ — d')M'^y y)' 

Les formules (A) donnent d'ailleurs 

t/» ^ 2(X-d)' 

dix — d) W 

en posant, \v = d« — X» — Y*. 

D'autre part, et d'après la remarque que nous avons 

F fX Y) 
faite tout à l'heure, f(x, y) devient 'vvm-2 ;et,puisque/'| 

est de degré (w — 2) seulement, F| est de degré (2m — 4). 

F (X Y) 
De même fi(x, y) devient ^J_^ , F, étant de degré 

(2 m — 2). 

L'équation transformée est donc 

2d(X— d)' F,(X, Y) _ F,(X, Y) 

W ' l^m-2 \Yto-1 

ou 2d(X — d)*Fi(X, Y) = Fî(X, Y). 

Ce que nous venons de dire du degré des fonctions F, 
et F, prouve que cette équation est seulement de degré 
[2m — 2). 

22. — Corollaire I. — A une courbe de degré m on peut, 
à volonté, faire correspondre des courbes dedegré 2m; (2m — c), 
(2m — 2); ou enfin (2m — 3). 

23. — Corollaire II. — A une conique on peut faire cor- 
respondre une quwiique, une cubique^ une conique, ou une droite 
suivant le choix que Ion fait des pôles. 

24. — On comprend maintenant comment, eii disposant 
des pôles conformément à la remarque précédente, on peut 
faire correspondre une droite à une conique et construire 
celle-ci point par point au moyen d'une équerre. 

En faisant passer la conique: 1*> par le pôle principal; 
2° par le pôle secondaire; 3® normalement à la ligne des 
pôles en ce point, la transformée qui est au plus de degré 4* 
s'abaisse de trois umtés. Ainsi à la conique correspond une 
droite. Si de plus on fait passer la conique par le pôle 
principal, mais normal.ementà la ligne des pôles, la symétrie 
exige que k droite transformée soit perpendipulaire . à la 



ligne des pôles; et c^esi ainsi qu*en cherchant à favoriser, 
autant qu'il est possible^ la Iransformation d'une conique, 
dans ce système de iransformation, nous avons trouvé la 
construction que nous venons de rappeler, 

26. — Au cercle décrit sur la ligne des pôles comme 
diamètre correspond la droite dp Tinfini. Si Ton considère 
des cercles passant par le pôle secondaire, ayant leur centre 
sur la ligne des pôles, mais ne passant pas par lepôle prin- 
cipal, la transformée est nécessairement une conique (21). 
Il est facile de reconnaître soit par la géométrie, soit au 
moyen des formules de transformation, que cette trans- 
formée est un cercle. Le pôle principal est le centre de 
similitude de ces deux cercles, qui sont d'ailleurs tangents 
Tun à l'autre au pôle secondaire. 

26. — Théorème. — A une conique A, passant par les deux 
pôleSf con^espond une conique A' qui, elle aussi, passe par ces 
points et ces deux courbes jouissent de cette propriété, que si 
Von fait tourner les axes de Vune de 45^, ils deviennent paral- 
lèles à ceux de la seconde conique. 

Eu effet à la conique A 

X* — (i« == y (ax + ^j/ + y) 
correspond la conique A' 

X« — d« = Y (aX + pT + y') 

en posant — a' = 2d '^, , — , 

ad-Y 

ad + y' 
,^ 2d«(P— i) 

'^ ad -f Y ' 

et Ton peut facilement vérifier que les axes de la première 
sont parallèles aux bissectrices des axes de la seconde. 

27. — Construction des aœes et des somfnets d'une conique A 
définie par cinq points. 

Parmi les cinq points donnés, nous en distinguoivs un en 
particulier, le point 0', qui sera le pôle secondaire de notre 
transformation. On peut, par le théorème de Paacal, déter- 
miner, avec une règle, la tangente à A au point 0' et, avec 
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une équerre, la normale qui sera prise pour ligne des pâles. 
Cette droite rencontre la conique en un point 0, que le 
théorème de Pascal permet encore de déterminer. C'est le 
point Oqui sera le pôle principal. 




Fig. 7. 

Si maintenant avec ces points et 0' on transforme les 
points donnés, et il y en a quatre indépendamment de 0', on 
obtiendra quatre points en ligne droite; soit A' cette droite 
transformée de A. 

Aux cercles qui sont bitangents à A et dont Tun des 
points de contact est le point 0' correspondent des cercles 
tangents à A' et coupant 00 normalement au point 0' (23). 
On obtient ainsi, et comme Tindique la figure, les deux 
cordes principales O'A', O'B', du point 0'. On détermine 
donc, par cette construction simple, le centre C, et les axes 
en position sont les droites CD, CD'. 

Pour trouver les sommets, il faut observer que Ton a les 
relations, S, S' étant les points inconnus 

GS««3CD.CE, ^ S^« aa CE'.CD'i 
cttti ^vrnisiirat d« lei obtenir faoilomènti 
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28. — Détermination du cercle de courbure en un poin^ 
d*une conique définie par cinq points. 

Si Ton considère le cercle U de courbure au point 0', ce 
cercle se transforme en un cercle U', qui passe par 0' nor- 
malement à 00 et qui, pour des raisons évidentes, passe 
aussi par le point commun à A' et à 00' Le cercle U est en 




Fig. 8. 

effet caractérisé par cette propriété que trois de ses points 
d'intersection avec A sont confondus en 0'. Il faut donc 
que le cercle transformé U' rencontre A' en deux points 
dont l'un est confondu avec le point de rencontre de A' et 
de 00'. 

Quant à l'autre point, il coïncide donc d'après cette 
remarque avec la projection de O'sur A'. Soit H' ce poiuL 
(fig, 8); en transformant H' le point H appartient au cercle 
de courbure qui est donc déterminé par le point H, et le 
contact en 0' avec la perpendiculaire à la ligne des pôles. 

(A suivre.) 
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ass 



CORRESPONDANCE 



Pour déterminer le centre d'une conique dont Téquatiou 
en coordonnées cartésiennes est 

/•(ce, y) = G, 
on prend habituellement Tintersection des deux droitei dont 
les équations sont 

fxix, y) = o, f\{x, y) = o. 
Mais cette règle pratique doit être entendue en ce sens que 
le centre est Tintersection de deux diamètres de la courbe; 
et il n'est pas indispensable de prendre les deux diamètres 
qui sont conjugués Tun à ox, l'autre à oy ; souvent même 
l'équation de la conique peut fournir deux diamètres distincts 
dont l'emploi sera plus commode; nous indiquerons l'exemple 
suivant. 
Désignons par A, B, et G les trois fonctions linéaires 

ax -\- ay -{- a" = A 
tx + b'y + b' =B 
ex -\-cy + c" =G 
et supposons en outre que le déterminant 



a 


a 


a' 


b 


b' 


b' 


c 


e 


c' 



soit différent de zéro; l'équaUon 

a*A* + ^«B> + Y*G« — 2pyBC — 2YaGA — 2apAB = o 
est, pour chaque système de valeurs des paramètres ce, g. y. 
Inéquation d'une conique inscrite au triangle dotlt les côtés 
ont pour équations respectives 

A=:o, B = o, G = o; 
proposons-nous de déterminer le centre de cette courbe. 

L'équation de la conique peut s'écrire 

(aA+ pB — yG)* — 4ap : AB = o, 
ce qui met en évidence deux tangentes et leur corde de con- 
tact; si nous menons par le point de concours de ces deux 



= 0, 



= o 
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tangentes deux droites 

XA + |xB = o (1) 

XA — [jlB = o (2) 

et si la première est parallèle à la corde de contact, la seconde 
sera un diamètre; or, pour que les droites 

XAH-|aB = o 
oA + pB — yG = o 
soient parallèles, il faut la condition 

aa + 6p — CY a'd + 6'p — c'y 
ak -j- fcf* fl'X -j- b'\k 

qui devient, après calcul, 

(np + my)X — (na + l^))s, =( 
donc la droite (2) a pour équation 

A B 

np + ♦'^T «a + Af 
ou bien nAa — nBp -j- (^-^ — wB)y = o. 

(Dans cette équation, nous avons posé 

bc —ch' = l 
ca — dc ==m 
aV — ba = n.) 
On trouvera, par une permutation tournante, Téqualion 
d'un autre diamètre 

(mB — nG)a + ZBp — iCy = o; 
donc enfin le centre est Tintersection des deux droites 
( nAa — nBp -}- (^A. — wB)y = o, 
\ (mB — nC)a + /Bp — /Cy == o. 

Cela posé, si on demande le lieu des centres des coniques 
qui touchent trois droites données et passent en outre par 
un point donné, ce lieu s'obtiendra de la manière suivante : 
Désignons par A^, B^, G| les valeurs que prennent, pour 
le point donné, les fonctions linéaires A, B, G; puis élimi" 
nous a, p, y entre les équations homogènes 

7ïAa — nBp -J- (IL — mB)y = o 
(fflB — nC)g -fJBp — /Çy = o 

v/aA, V^pB, +v/yC, = o 
Or les deux premières relations donnent comme valeurs 
proportionnelles â$ «i p, y> ^^^ expressions suivantes! 

i*A| m% n*G| 
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donc le lieu des centres a pour équation 

/vTÂ + /BjmM3 + /Cin« . C = o; 
ce qui nous apprend que le lieu est une conique qui passe 
par le point donné et est inscrite au même triangle que 
toutes les coniques dont elle contient les centres. Nous n'a- 
vions pas pour objet spécial d'indiquer ces résultats si faciles 
à prévoir par la géométrie des coniques; nous voulions seu- 
lement indiquer un procédé de recherche qui sera utile dans 
beaucoup d'autres questions. 

Un abonné. 



NOTE 

SUR LA MÉTHODE DE TRANSFORMATION PAR RAYONS 

VECTEURS RÉCIPROQUES 

Par M. Aug» DagrulHon, élève de l'École normale supérieure. 



Cet article a pour but de montrer comment la méthode de 
transformation par rayons vecteurs réciproques permet quel- 
quefois de résoudre le problème dé mener la tangente en 
un point d'une courbe algébrique. 

Résolvons préalablement cette question : 

Étant donnée V équation d'une courbe f (x, y) == o, les coor^ 
données cl et ^ du pôle et la puissance ja d'inversion^ trouver 
Véquation de la courbe inverse de la courbe donnée (les axes 
étant d'ailleurs rectangulaires) . 

Soit M un point de la courbe donnée, de coordonnées x 
et y. Transportons les axes parallèlement à eux-mêmes au 
point P; les formules de transformation seront 

ce = fiCi -}- a, 

Xi et i/i désignant les nouvelles coordonnées du point P; et 
réquation de la courbe deviendra 

Si nous passons en coordonnées polaires, le'^pôle étant en 
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P et oXi étant Taxe polaire, au moyen des formules 

CCj = pi cos (a, 
j/i = pi sin û), 
réquation de la courbe pr endra la forme 

/'(p4 cos w + *> Pi sin 0) -f- W = o. 
Soit M' le point correspondant au point M dans la courbe 

réciproque; pi dési- 
gnant la distance 
PM, et Pi la dis- 
tance PM', on a par 
définition 

PM . PM' = [i. 
c'est-à-direpjpi=fx, 

d'oîip4= Ji. 
Pi 
La relation pré- 
cédente peut donc 
s'écrire 



y 


\ 








• 




-^ 


■•- 


1 




p 




"^ 













2C 


. 













^\ Pi' 



cos 0) , u. sin (o 

-+ a, 



Pi 



+ p)=o 



et sous cette forme elle représente l'équation polaire de la 
courbe réciproque cherchée. Si nous voulons en avoir l'équa- 
tion cartésienne, les formules de transformation seront 

r » 

^1 



COS (0 = 

et il viendra 



Pi 



sin (0=^ Pi'*=<«+!/i'» 



Pi' 



H a/,« + j/,'« + ^' o./. + y,- + Pj - "• 
Enfin, si nous revenons au premier système d'axes, cette 
équation se mettra sous la forme 

r\ (co' — a)« + {y - P)* ^ ' [X -. a)^ =^ (i/' - pY "^'7 

On voit donc que, pour avoir Féquation de la courbe réci- 
proque d^une courbe donnée, a et p étant les coordonnées du 
pôle, UL la puissance d'inversion, il suffit de faire dans l'équa- 

lion de la courbe donnée 

\i\x — a) 



X = 



W - «)* + (y' - W 



^^^8^+"' 
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y (CD' - a)' -f (y _ p)« ^ P' 

aï' e( î/' désignant les coordopnées d'un point quelconque 
dp la conrb^ réciproque. 
Pqnfi le flaa qU le pôle est à l'origijie des coordonnées, cea 

formules ae siinplifient : 

.-r — ^' « — ^y' 

X* + y* ^ ce? -f-j/< 

C0ci posé» on fait que si Ton considère deux points M et M 
dfl deux oourboa inverses si lues sur un même rayon vecteur 
les tangei^iea en ces points font des angles égaux avec ce 
rayotï vecteur. Si donc on peut construire simplement la 
tangente au point M» on en déduira aisément U tangente en^'. 
Prenons un exemple 

Soit une parabole y* — 2px = o. Cherchons quelle en est 
Vinverse, le pôle étant au sommet de la parabole, 

liÇ^ formules de tran3formation ^erqnt 

UUC' ULt/' 

ot la courj^e réoiproqup aura pour équation 

WT7^ - x^ + y'« 

ou [Xj/'« = 2fX\x^ 4" î/'*)' (') 

D'autre part, Téquation de la cissoïde défiuie par un 
cercle de rayon a, aytnt son centre sur Taxe delà parabole, 
et passant en son sommet, celui-ci étant le point de rebrous- 
9pment de }a cisj^oïde, serait 

wy^ ^ xix^ 4- t/*j, (2) 

Les équations (1) et (2) étant de même forme, on voit 
que la figure inverse de la parabole est une cissoïde. Inver- 
sement, ai Qft 9e 4o^ne cette dernière courbe et le para- 
mètre p d'un^ parabole» on p^ut toujours déterminer une 
ppissance p. d^inversiou tell^ que la cissoïde aoit la iigur§ 
inverse de la parabole; il suffit. pour cela d'identifier les 

équatîQwa (i) et (2), ce qui donne 

•^ = d'oh fi, t= 4pa. 

{A 2a 
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Ayant alors construit un point M de la cissoïde, si Ton 

^, . voulait détermi- 

ner la tangente 
en ce point, il suf- 
firait de chercher 
sur le rayon vec- 
teur OM le point 
correspondant M' 
de la parabole, de 
mener en cepoint 
la tangente à la 
parabole, et de 
faire en M avec MM' un angle ÏMM' = TM'M; mais 
ici il est bon de remarquer que, toutes les paraboles 
de même axe et de même sommet étant homothétiques, et 
ayant par suite des tangentes parallèles en leurs points 
homologues, on peut prendre arbitrairement le point M' sur 
le prolongement de OM. La construction s'achève en abais- 
sant M'E perpendiculaire sur OD, prenant OF = OE, et 
joignant M'F, ce qui donne la direction de la tangente à la 
parabole ; il suffit alors de faire TMM' = TM'M pour avoir 
la tangente à la cissoïde. 

En particulier, on peut supposer que le point M' se con- 
fonde avec M ; alors la construction se réduit à ceci : prendre 
à gauche du point une longueur OQ égale à l'abscisse 
du point M ; joindre QM et tracer la droite MT, symétrique 
de QM par rapport à OM. 

Voici un nouvel exemple de l'application que Ton peut 
faire de la méthode d'inversion par rayons vecteurs 
réciproques au tracé des tangentes aux courbes algébri- 
ques. 

On sait que la lemniscate de Bernouilli est le lieu des points 
tels que le produit des' distances de chacun d'eux aux points 
fixes F et F' soit égal au carré de la moitié de la lon- 
gueur FF'. 

L'équation de cette courbe, rapportée à la droite FF et 
à la perpendiculaire Oy élevée en son milieu, est la suivante: 

(x^ + y^y — '2a«(cc2 — 2/') = o. 
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Prenons le point pour pôle, et soit [x la puissance d'in- 
version ; la courbe réciproque de la lemniscale proposée 
aura, en vertu des formules de passage que nous avons 
indiquées dans un précédent article, pour équalion 

x^ — w* ■ — = o. 

^ 2a* 

Ce sera donc une hyperbole équilatère rapportée à ses 
axes. 
Ceci nous conduit à la construction suivante : 
Soit M un point de la lemniscate. Supposons (ce qui est 
toujours possible) 
que nous ayons 
choisi [X de telle 
sorte que lepoinl 
M se confonde 
avec son inverse 
M', et soient OR, 
OR' les bissectri- 
ces des angles des 
axes, asymptotes 
de l'hyperbole à 
laquelle appar- 
tient M'. La tan- 
gente à l'hyper- 
bole en ce point 
s'obtient facile- 
ment en menant une droite PMQ telle que PM = MQ. La 
tangente à la lemniscate sera une droite, MT faisant avec 
le rayon vecteur OM un angle égal et de sens contraire h 
OMP. 
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ETUDR SUR LES COORDONNEES TRILINE4IRES 

ET LEURS \PPLICATI0NS 
par M. E. S. Bcmuel. 
[Suiley voir pa^e 89.) 



DE LA LIGNE DROITE 

Eqyutian de la ligne droite en coordonnées triliniairea» — » 
L'équation Ax + Bj/ + G = o se transforma^it en que équçi- 
tion homogëne du même degré en coordonnées trilinéairQ8| 
toute droite a une équation de la forme 

ma -f- np -f- PY = ^ 
oii m, n, p sont des constantes. 

On peut d'fiilleurs établir ce théorème directement copine 
il suit :a=0; (3 = 0,7=0 étant les équatioi}s m coordonniez, 
rectitignes de trois droites non concourantes, toute droit» du 
plan est comprise dans l'équation ma + np -f- py = o. 

En effet, cette équation représente des droites, puisqu'elle 
est du premier degré en x et i/ ; elle contient deu:^ parfit- 
mètres arbitraires qui sont les rapports de dQux quel-» 
conques des quantités m, n,p k la troisième; OU peut 40QC 
profiter de Tindétermination de ces deux paramètre^ pou? 
faire passer la droite que représente Téqualion générale 
ma + ^p -(- PY o P^^ deux ppints {x j/'), {x" t/) pris à volpnlé. 

Si Ton désigne par a, p\ y\ a'', p", y", ce que deviennent les 
fondions linéaires a, p, y, quand on y remplace x eiy res- 
pectivement par x' et y\ x'^ et y", on aura, pour déterminer 
les deux paramètres dont il s'agit, les deux conditions 

ma' + ^f^' + Py = o> 
ma." -f- ^îf^" + py" == o. 

Il y aura toujours une solution unique et bien déterminée, 
à moins que les quantités a, p', /, a", p'\ y'\ ne satisfassent 

aux relations -i- = -L. = -L. 

* ? Y 

Or,ces conditions exprimentprécisément que les trois droites 
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a = o, ^=0, Y = û passent par un même point, oe qui est 
contraire à Thypothèse (*). 

Si elles étaient remplies, il y aurait une infinité de valeurs 
pour les trois paramètres à déterminer, et alors l'équation 
mx 4- np -j- pY = o représenterait toutes les droites passant par 
le point de concours des trois droites a = o, ^ = o, y =^ Q* 

— Équations des axes de référence, — Qes équations sont 
respectivement, quels que soient les paramètres de référence : 

pour BG : a = o; pour AG : p = o ; pour AB : y := o. 
Car, pour tous les points de la première de ces droites, 
par exemple, et pour ces points seulement, on doit avoir 

MP = o ; or MP =-r-, et comme le paramètre de référence 

A 

n'est pas infini, il en résulte à = o. 

Ces équations sont comprises dans Téquation générale 
ma -}- ^ + PY == o, en y supposant nulles deux des trois 
constantes m, n, p. 

— Équation d*une droite passant par Vun des sommets d\i 
triangle de référence, — L'équation d'une droite passant, 
par exemple, par le sommet A, doit être vérifiée par les 
coordonnées de ce sommet, qui sontp = o et y = o; la 
constante m de l'équation générale doit donc être identi- 
quement nulle, ce qui donne une équation de la forme 

np -|- py = o ou p = Ky, 
K étaut un paramètre arbitraire. 

De même, les droites passant par les sommets B et G ont 
respectivement pour équations 

ma -|- py = o, ou y = (/a 

et . wa -f- ^P = o> 0^ <^ = /p 

dans lesquelles y et /* sont des paramètres arbitraires. 

a jS' 
(♦) Si l'on désigne par — X la foleur commune des trois rapports — ^i-rs-' 

a p 

y' 
— j;-, le point par lequel passeraient alors les trois droites a = o, j3=o, y=;o 

x' 4- \x' 1/' + X w' , i 

aurait pour coordonnées rectilignes x = — — , y —-^ — j^-r — ; c est-a- 

I + A I + A 

dire que ce serait le point qui divise le segment [(o^' y')^ W t^)] darM l^ r4l^ 
port X. 
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Ces résultais sont d^ailleurs des conséquences âinmé^ 
diates de la transformation des. coordonnées rectilignes eu 
coordonnées trilinéaires. 

On remarquera à ce sujet que, lorsqu'on emploie eu 
coordonnées rectilignes une équation symbolique de la 
forme a = o, on ne fait, en réalité, qu'employer une équa- 
tion en coordonnées trilinéaires, la droite considérée étaul 
prise pour Tun des axes de référence, et qu'il en est de 
même pour une équation de la forme a -j- Àp = p, qui repré- 
sente une droite quelconque passant par celui des trois 
sommets du triangle de référence dont les coordonnées sont 
a = o et S = o. 

Â-joutons qu'onpeut déjà constater, dès à présent, combien 
les coordonnées trilinéaires sont avantageuses dans un grand 
nombre de questions de géométrie; car, si Ton se reporte à 
des démonstrations données dans tous les cçurs.et par cor.- 
séquenl trop connues pour que nous y revéniohs ici, par 
exemple, pour établir si^r les équations symboliques que 
les bissectrices ou les médianes d'un triangle se coupent en 
un même point, on reconnaîtra que, dans' ce mode de rai; 
sonnement, on ne fait au fond que prendre 16 triangle 
considéré pour triangle de référence, et écrire les équations 
en coordonnées trilinéaires de ses bissectrices ou de ses 
médianes. Or on sait par expérience combien ces démons- 
trations sont simples et élégantes. ^ -- ^ ■ r 

— Equation générale des^ droites qui passent par un point 
donné (a, p', y'). — il faut écrire que réquation générale » 
wa -f- np -|" PY == o 6st vérifiée par les coordonnées du 
point (a'^Y). On obtient ainsi la condition 

moi! + nf^' -j-j)y'.= o. 

^ lïi ' n 
Cette condition détermine l'un des rapports , — en 

P P 

fonction de l'autre, et si l'on substitue la valeur de n, par 

exemple, dans l'équation générale, on obtient l'équation 

cherchée, qui est m{ap' — pa) -f-p (yP' — gy) = o. 

Cette équation ne renferme plus que le seul paramètre 

arbitraire . Mais, dans un grand noinbre'd'BpplrcatiaïïS; 

r 
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on préfère conserver l'équation générale ma + ^^'f" PY = ^» 
qui contient deux paramètres arbitraires, en y joignant la 
condition wa + w?' 4" PY =o> 9^î relie entre eux ces doux 
paramètres ; on obtient, en effet, par cette manière d'opérer, 
des calculs généralement plus symétriques. 

— Equation de la droite qui passe par detAX points donnés 
(a'pY), (aJY). — L'équation générale de la droite étant 
ma -f- wp + PP = o» on devra exprimer qu'elle est vérifiée 
par les coordonnées des deux points donnés. 

On aura donc mx + np + PY = ^ (i) 

avec les conditions 

m% + nj' -f- Py' = o» (^) 

mx" -|- np" 4" PY ' = ^' (^) 

Il faut tirer des deux conditions (2) et (3) les valeurs de 
deux des trois paramètres m, n, p en fonction du troisième, 
et lés reporter dans Téquation (1), oîi le paramètre qui reste 
disparaîtra de lui-même comme facteur commun. Ce calcul 
n'est autre chose que l'élimination de m, n, p entre les trois 
équations linéaires et homogènes (1), (2), (3), et par consé- 
quent il donne pour résultat l'équation 

a p Y 
a f5 Y 

a P Y 
qui est celle de la droite passant par les deux points 

donnés. 

Cette équation ne prendrait la forme indéterminée que si 

les trois mineurs 



= o 



a 


P' 




a 






p' 


r 


*" 


r 


9 


«" 


t" 


> 


r 


y" 



étaient simultanément nuls, ce qui donnerait 



* _ P _ Y 



n 9 



et les trois axes de référence devraient être alors des droites 
concourantes, ce qui est contraire à l'hypothèse fondamen- 
tale. 

Corollaire* —- ' Coordonnées trilinéaires du point qMi divine 

tm êégmml donné ((«'^'y^ (fl'*y/)i ^n$ un rapporé donnée ^ 
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L'équation de la droite qui passe par deux points peut être 
écrite sous la forme 

^ a p Y 



I +X I +X I +X 



= o, 



en supposant i + A diffèrent de o. 

Cette droite renferme donc tous les points dont les coor- 
données sont exprimées par les formules 

oîi X est un paramètre variable, en y comprenant même le 
point correspondant à la valeur X = — i, dont les coordon- 
nées sont infinies, et que Ton peut regarder comme le point 
à l'infini sur la droite. 

Quelle est la signification géométrique du paramètre H 
Il est facile de reconnaître qu'il exprime le rapport dans 
lequel le point mobile M divise le segment M' M\ En effet, 

de la formule a = — . , ■ on lire A = 



Si R est le paramètre de référence relatif à Taxe BG, on 
aura, en appelant P, F, P'' les pieds des pyramides abaissées 
respectivement des points M, M' M", sur cet axe de réfé- 

R.MP — R.M'F 

rence: X = , 

R.M'T" — R.MP ' 

cest-à-dire 

MP — M' P' MG M'M ", , 

A = — =zr — — — ^- izz = — — . C. Cf. t. "• 

Les conséquences géométriques de la formute x = -j^ 

s'étendent donc complètement aux coordonnées trilinéaires, 
puisque la signification du paramètre X reste la môme dans 
ce nouveau système. 

Rapport anharmonique de quatre points en ligne droite. — Le 
rapport anharmonique de quatre points M^, M,, M,. M4, si- 
tués en ligne droite, est, comme on sait, le quotienldu rapport 
des distances de deux de ces points au troisième par k 
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rapport des distances des deux premiers points au qua- 
trième. En employant la notation connue (Mj, M^, Mj, MJ, 

w . , M. M, M, M, 

le rapport désigne par cette notation est ^ : rj — rjr-. 

Sx « S 

Or, nous venons de voir qu'on a 

MjMi ttj — ttj M4M, «4 — «1 



donc 



MjM^ as — ttj M^Mj a^ — ttj 

MjM^ M4M1 aj — a, a4 — a^ 



M3M2 M4MJ ttj — o^ a^ — ttj 

formule tout à fait pareille à celle que nous avons déjà 
trouvée dans les coordonnées tangentielles. 

Quand ce rapport est égal à — i, les quatre points M|, Mj, 
Mj, M^ forment une division harmonique, dans laquelle les 
points Ml et M2, d'une part; M3 et M4, d'autre part, sont les 
points conjugués. (A suivre,) 



QUESTION 369 

Solution par M. Lblieuvre, élève au Lycée de Rouen. 



On considère une ellipse rapportée à ses axes : soit M un point 
de l'ellipse ; par le point M^ le point M' diamétralement opposé 
et les exti'émités AA' du grand axe on fait passer une hyperbole 
équilatère H ; puis on prend un cercle passant par M, A et A'; 
celaposé, F hyperbole et le cercle ont un quatrième point commun P; 
on mène MP, et on demande, le point M parcourant lellipse, de 
détei-m'ineî* la trajectoire orthogonale des droites MP. Cest une 
ellipse; cette ellipse n'est jamais un cercle et n'est pas non p.us 
homthétique à l'ellipse donnée. On suppose a > b. (G. L.) 

Prenons pour déterminer le point M l'anomalie excen- 
trique ç de ce poini. Ses coordonnées sont alors 

£c = a cos cp, 2/ = 6 sin 9. 
L'équation de l'hyperbole équilatère passant par A, A', 
M et M' et ayant par suite son centre en est de la forme 

^" — 2/' + 2Ba7i/ + F = o. 
Elle passe par les extrémités du grand axe. 
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Donc on a o» -|- F = o> ^ = — **• 

De plus elle passe par le point M; donc ou a 

a" cos* cp — 6* siu* 9 -|- 2Ba6 sin cp cos <p — a* =: 

2B = (g' + fe') sin y 
ab cos 9 
L'équation est donc 

^ ' ^ ab cos (^ 
L'équation d'un cercle passant par A et A* est de la forme : 

ou x" + j/* — 2dy — a* = o. 

Ce cercle passe par le point M. Donc on a 

a* cos" 5p+ '^^ sin* ç — 2bd sin cp — a' = o 
, (a" — fc*) sin <p 

L'équation du cercle est donc 

• , . I («* — f^*) sin <p , 

35* + «• + -^ ^ ^ y — o* = o. 

Pour avoir le système des sécantes communes, retranchoi^s 

les deux équations membre à membre : 

. , (a' — 6*) sin 9 a* + 6*) sin © 

21/» + -^^ r^ i- V — xy -7 — ' ^ = o 

• ^ ' b ^ ^ 06 cos <p 

qui donne y = o pour AA', et pour la droite MP : 

a* + 6* . a» — 6» 

Or, considérons une ellipse ayant même direction d'axes 
que l'ellipse donnée; soient A et B. les longueurs de ces axes. 
Si on prend un point sur cetle ellipse dont l'anomalie soil 
Tangley, la normale à l'ellipse en ce point est 

j^ A* B* 

2/ — — û5 tg ep -I — — sin 9=0, 

équation identique à celle de MP. Donc toutes les droites 
MR sont normales à une ellipse dont les axes sont dirigés 
suivant ÂA' et BB' et sont donnés par les équations 
A o« + 6* A» — B« o* — 6« 

B Bat B a6 , 

ij'aliltttri obaquc droite MP «il ïioriBliif k ot tto i^Uli^M 



en ilû point tel que son anomalie soil la même ((île celle Qu 
point M correspondant de Tellipse donnée* Il est facile 
d'avoir A et B; car la première équation donne 

A« — B« _ (a«— 6«)« 

B« ■" 4a«6« 
A» — B« a* — 6» 



Ou a aussi 



B 2b 

2a*fe 



donc B == 



o« — 6' ' 

par suite A = — ^- — .. . 

* o" — o« 

On a aussi A* — B* = o*. 

Donc les foyers de la trajectoire sont aux points A et A'. 

Cette trajectoire n'est jamais un cercle, car si Ton avait 
A= B, il s'ensuivrait : 

a* + 6* = 2abj (a — 6)« = o, a = 6. 

Or, on suppose a > b. 

Déplus, elle n'est jamais homothélique àTelIipse donnée, 
m on aurait alors 

A — JL — Q' + ^' 
B b 2ab 

d'où a* = b*. Ce qui est contraire à Thypothèse. 
Nota. — La même question a été résolue par M. Le Pont, à Cherbourg. 



QUESTION 8 

^lotloB par M. Cartier, élève au Lycée d'Angoulème. 



On considère une ellipse rapportée à ses axes^ et le cercle A qui^ 
passant par les foyers, est concentrique à cette ellipse. Par un point 
\pris sur le cercle y on mène à l ellipse deux tangentes qui coupent 
k cercle aux points A et B, différents de M. Démontrer que AB est 
parallèle au grand axe de V ellipse. (G. L.) 

L'équation de l'ellipse est 

— r + TT — I = Q.. . . . 



Celle du cercle, x* + t/* — c* = o. (A 

Soit (a,p) un point M de ce cercle ; on a 

a« + p* = C». (1) 

L'équation du couple de tangentes menées de ce point à 
Tellipse est 

(d» - a*) {y - W* - 2afi {x - a) (y —fi) 

-f(p«--&«)(a5-a)«=o. (2) 

Soit y = m Téquation d'une droite AB. 
1/cquation du couple de droites qui joignent M aux poiiils 
A et B où elle coupe A est 

(wi — p)« {X — a)« + 2a (m - p) (x — a) (y — jB) 

+ (aî + ;n«-c')(t/-^)« = o. (3) 

Ou peut identifier (2) et (3). En effet, on a en même temps 
pour une valeur convenable de m 

(^ _ p)ï _ a« — c' -f- m' _ m — p 

ou. en remplaçant a« par sa valeur tirée de(l), 

(m ^ p)^ __ m^ — p^ __ _ m — p 
p^ — 6* "" P* + 6« ■" p 

m — p _ m + P _i_^ 

11 suffit de prendre m = -r- . 

P 

La proposition se déduit facilement de là. 

On peut remarquer que --r- est l'ordonnée à l'origine de la 

tangente à l'ellipse menée par le point d'ordonnée p, c'est-à- 
dire situé sur la parallèle au grand axe menée par M. 



Seconde solution par M. Godefrot, élève au Lycée de Lyon 

On a d'après un théorème connu 

angle AMF = angle BMF. 
Joignons AF'; d'après la mesure des cingles on a aussi 

AF'F =r AMF et BAF = BMF'. 
Mais AMF = BMF, donc aussi AF'F = BAF'. 
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égalité qui prouve que les deux droites AB et FF' sont paral- 
lèles. 

Nota. ^ La même question a été résolue par MM. Mettetal, à Besançon; 
M. S., àBar-le-Duc. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



20. — On considère une surface fixe du second degré, 
et une série de surfaces homothétiques du second degré 
circonscrites à la première. Trouver le lieu dessommelsdes 
cônes de révolution circonscrits à ces surfaces. 

21. — Trouver le lieu des points de contact d'une série 
A\} surfaces homofocales du second degré avec des plans pas- 
sant par une droite donnée ou par un point donné. 

22. — On considère une surface du second degré et une 
courbe gauche du troisième degré passant au centre de la 
surface, et ayant pour directions asymptotiques les axes de 
cette surface. Faire voir que les normales à la surface aux 
six points où elle est coupée par la courbe gauche appar- 
tiennent à un môme hyperboloïde. (G, Âœnigs.) 

23. — On considère une ellipse E, rapportée à ses axes 

et un diamètre quelconque PP'. Parles extrémités P,F de ce 
diamètre et par les foyers de Tellipse donnée, on fait passer 
une hyperbole équilatère H, qui rencontre E en deux points 
diamétralement opposés, Q, Q'. Ceci posé, aux points P, Q, 
on mène les tangentes à E ; ces droites se rencontrent en 
un point I: 1® trouver le lieu de ce point quand PF tourne 
autour du centre de E. Ce lieu est le cercle circonscrit au 
rectangle construit sur les axes. 

2° Au point I, on abaisse des perpendiculaires sur les 
asymptotes de H: trouver le lieu de ces projections. Ce lieu 
est la podaire du centre de Fellipse E. 

3<» Ou demande de vérifier ces deux résultats par des cou- 
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sidérations géométriques en établissant d'abord le théorëme 
élémentaire suivant: on considère un triangle ABC, et sur 
la base BC deux points D et D' également éloignés du milieu 
^e B(J. Soit D"" la symétrique de D par rapport au point A. 
La droite D'D' rencontre AG en un point M; la droite qui va 
de D' au milieu de MC est parallèle à AB. (G. L.) 

24. — On considère deux droites rectangulaires oa? etoj/, 
et un cercle G tangent à l'axe ox au point P'. Soit F la symé- 
trique de P par rapport à Torigine, Par ce point F, on mène 
une transversale L, qui rencontre G en deux points A et B. 
On joint alors le point P au point A et à cette droite on élève 
en ce point P une perpendiculaire qui rencontre L en un 
point I. Trouver le lieu du point I quand L tourne autour 
de F. — Ce lieu est une cissoïde oblique ayant pour point 
de rebroussement le point P. On propose enfin de démontrer 
ce résultat par la géométrie. (G. L,) 

25. — On considère sur une ellipse E un diamètre A'A' 
et deux points quelconques A, B. Les droites A A' et BA' se 
coupent en un point P; AA" et BA' en un point Q ; le pôle 
de AB est évidemment situé, ainsi que le prouve le théo- 
rème de Pascal, sur PQ ; mais on propose de démontrer qu'il 
est placé au milieu même de PQ. (G, L.) 



Le Rédacteur-Gérant, 
Ë. YAZEILLE. 
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TBANSFORMATION RÉCIPROQUE 

Par M. €}. de EiOM|^hamps. 

[Suite, voir p. 49, 77, 97, 121) 



29. — Définition de la transformation réciproque dans j^es- 
pace. — Nous nous proposons maintenant d'étendre à l'es- 
pace la transformation réciproque. 




Imaginons deux points fixes 0, 0', étant le pôle prin- 
cipal, 0' le pôle secondaire de la transformation. On joint 
le point à un point quelconque M de l'espace, et dans le 
plan MOO' on élëve à la droite O'M une perpendiculaire 
qui rencontre OM en M'. Ce point M' sera dans ce système 
le transformé ou le correspondant de M. 

30. — Formules relatives à la transformation réciproque 
dans Vespace. — Prenons pour axe de x la ligne des pôles, 
pour origine le milieu 0'' de 00', pour plan de yz celui qui, 
en ce point 0% est perpendiculaire à 00'; enfin pour axes 
de y et de z deux droites rectangulaires de ce plan; Dési- 
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gnons, dans ce système^ par x, y, js, les coordonnées du 
point M; par X, Y, Z, celles du point transformé M'. 

Projetons M et M' sur xoy et soient P, F ces projections 
qui sont en ligne droite avec 0; projetons encore P et P' 
sur ox en Q et Q'; on forme ainsi des triangles semblables 
deux à deux qui donnent les relations 

OQ _ ^PQ^ _ MP _ MQ 

OQ' "" FQ' ~ MF ~ MQ' ' 
ou, en prenant 00' = 2d, 

d + x _ y _ z _ MQ 
d + X ~Y""Z"~ MQ' * ^ ^ 

D'autre part, les triangles semblables O'MQ, O'M'Q' don- 
nent aussi MQ . MQ' = O'Q . OQ' 
ou encore MQ.M'Q' = (d — x){X — d). 
Les relations (1) peuvent donc s'écrire 
d+x _ y _ z _ MQ . M'Q' _ {d — x)(X — d) 
d + X ~ Y ~ Z ~ MQ'» ~ Y* + Z* 

. . d + x (d—x){X — d) 

Ox^adonc -jj^ = y.^^, 

X X» — Y* — Z« — d* 
qui donne -=- = 



d x« + Y« + Z« — d« 
On trouve ensuite 

y _ 2Y(X — d) 

d X*+Y« + Z»— d«' 
z _ 2Z(X — d) 

d ~X« + Y« + Z« — d«* 
Il y a d'ailleurs réciprocité entre les lettres a?, y, z et X, Y, 
Z ; et Ton trouve 

X _ (g«— y«— g* — d* 
d "^^ a;»' -f t/« + js» — d» * 
Y 2y(ag — d) 

d ~ aî«+y« + i5« — d«^ 
Z 2z(x — d) 

T"" cc« + y«+i5> — d«' 
Il résulte de ces formules que si l'on yeut transformer^ 
dans ce système, une surface de degré m, f (a?, y, z) = o, 
l'équation transformée sera de degré 2m, du moins en géné^ 
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rai, car nous signalerons tout à l'heure des causes qui font 
abaisser le degré de la transformée. 

31. Transformation du plan. — Au plan P,* dont Téquation 

est A^ + B^- + C-1 = A 

ad d 

correspond la quadrique P', 

(A — fc)X« — (A + fc)Y« — (A + A)Z« + 2CZX + 2BXY 

— 2d{BY -f CZ) + d«(A — A) = o. 

Cette équation est intéressante à discuter. 

L'équation en S appliquée à cette surface est 

S» + (A + 3ft)S« + [(A + h){3h — A) — B« — G»]S 

+ (A + h){h* — A» — B« — G«) = o 

et, si l'on pose A« + B« + C« = KK 

les trois racines sont 

s» = - (A + h), 

S. = - A + K, 

S, =-{A + K). 

Le hessiea ie la surface est d'ailleurs 

A—hB G 

B — (A + A) o — B 

G o —(A-)-/»)— G 

o — B —G A — A 

Pour calculer rapidement ce déterminant ajoutons d'abord 

la quatrième colonne à la première, on aura : 

A— A B G o 

o _ (A + A) o — B 

o o _(A + A— G 

ft — A. — B —G A — A 

Ajoutons maintenant la quatrième ligne à la première, 

il Tient : 

00 o A •— A 

_H _ o — (A + A) o — B 

d» "" o o — (A + A) — G 

A^A — B —G A —A 

o — (A + A) 

o o 

ft_A -B 



H 
d» 



d» 



ou 



H 



-=(.^-k) 



- (A + A) 
— G 
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on a, finalement : 

H = — d%k + A)«(A — ft*) . 
L'équation de la surface rapportée à ses axes, quand on 
suppose K" différent ft*, est donc 

- (A + A)r« + (K - A)Y'« — (K + A)Z'« = "^'^^^,^^7^^' 

32. — Nous reviendrons tout à Theure sur le cas singulier, 
celui oîi Ton suppose A* = K* ; dans le cas général, Téqua- 
tion précédente ne peut représenter que des ellipsoïdes ou 
des hyperboloïdes à deux. nappes. C'est ce que nous allons 
montrer. On peut toujours supposer h > o, et comme K 
désigne essentiellement la racine réelle positive de l'expres- 
sion (A* -}■ B* + G*), nous pouvons dire que K est aussi une 
quantité positive. Deux cas seulement sont donc à distinguer, 
suivant que l'on suppose h — K>o ou A — K<o. 

La discussion, sur laquelle il est inutile d'insister davan- 
tage, peut se résumer dans le tableau suivant : 
_ ( A -|- ft > o Ellipsoïde réel. 

^fA-|-A<o (Inégalités incompatibles.) 

— lA-|-A>o ffyperbolo'ide à deux nappes. 

Nous ferons seulement remarquer pourquoi, dans ce tableau, 
nous avons marqué les inégalités 

h —K > o (1) 

A + A < o (2) 

comme incompatibles. Il ne faut pas oublier que les lettres 
A, A, K, d, ont une signification géométrique qui ne permet 
pas d'établir entre elles des inégalités quelconques. La dis- 
tance p de l'origine au plan P est donnée par la formule 

P = -]^- (3) 

D'autre part, le plan P rencontre l'axe des x à une distance 

hd 
p de l'origine, telle que, p' = ^. 

Dans cette formule p' désigne la distance absolue quand on 
suppose A < o. Ceci posé on a évidemment p' > p ou 

hd M 
— A -^ K ' 
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on a donc A -|- ^ > o en chassant les dénominateurs positifs. 
Or les deux inégalités (1) et (2) donnent par combinaison 

A + K < o 
et pour ce motif sont incompatibles. Il faut d'ailleurs remarquer 
que l'inégalité (2) entraîne nécessairement la condition 
A < o que nous avons admise. 

Si l'on veut maintenant observer que la formule (3) dans 
l'hypothèse h — K > o donne p > d , et, au contraire, p < d 
si l'on suppose h — K < o, nous pourrons dire : 

Théorème. — Dans la transfoi^mation réciproque à un plan 
P correspond une quadrique P' qui est un ellipsoidCy si le plan 
P est extérieur à la sphère décrite sur la ligne des pôles comme 
diamètre; et un hyperbolotde à deux nappes quand le plan P 
coupe cette sphère. (A suivre.) 



ETUDE 
SUR l'Équation et sur la. forme binaire 

DU QUATRIÈME DEGRE 
Par M. Mœhler. 

{Suite, voir page 105.) 



///. — Signification géométrique des fonctions I et J. 

Nous allons chercher Texpression du rapport anharmonique 
de quatre points déterminés par les deux équations : 

mx* -j- pxy -f- (jfj/* = o 

et m'ac* + P^ + î!/* = o. 

Soient (x^f j/i], (x^y j/,) les coordonnées binaires des deux 
points représentés par la première équation ; (ce,, y,), (x^, y^) 
les coordonnées des deux autres points. Une des valeurs 
du rapport anharmonique peut s'écrire, soit 

tZ/j "~" *Z/j «Z?3 ^— «Z7j| 



P = 



X^ ^"~ MU^ X^ "■■" X^ 



soit p = y»-y^ Ji^^^L 

y* — yi y* — y» 



acïî/i 


— ^iVi 











étuivant que Ton compte les distances à partir de rorigine 
des w ou de l'origine des y. Mais on peut écrire 
Xt — x^ _ y> — yi __ 

«»♦ — a?i y* — »! 

_ yag?! — aPiyi _ 
y^Xi — œ^y^ 
et de môme 

ags— agj _ ys — y« 

x^ — a?a y* — y« "" ^4!/2 — y*^a 

Donc on a 

_ (ag»yi — y^gPtXagiy. — yi^?,) _ Vyt yiAyt yj .^v 

\y4 yiAys yJ 

Si maintenant on pose 

R = Vp* — 41»^^, R' = V P * — 4wi'î' ; 

a?i — p -f- ^ x^ — j> — R 

y7 "" 2m ' yl "" âm ' 

a?, — y +R' CC4 — p — R' 

yi ~ 2m' ' y* ~ 2m' ' 
on trouve la formule 

^ 2qm + ^Ç'w* — PP — RR ' 

Nous rappellerons que le rapport anharmonique de quatre 

points a six yaleurs distinctes en général, savoir': 

I I p— I p 

p — I — p, ■ f , 9 

p I— p p p_i 

p désignant le résultat obtenu en groupant les quatre points 
d'une manière quelconque. Lorsque les points sont harmo- 
niques/ les six valeurs se réduisent à trois, savoir — i, 

2 et — . 
2 

Un autre cas particulier est celui oîi Ton a p* — p + 1=0; 

alors les six valeurs se réduisent à deux, qui sont les racines 

de réquation précédente, c'est-à-dire les racines cubiques 

imaginaires de l'unité; le3 quatre points sont alors en 

situation équi-anharmùnique. 
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Supposons maintenant que J soit nul ; Téquation (8) a 
une racine nulle et la valeur correspondante de X estX=:c. 
L'équation (1) deyient : 

(ax* + ^^y + ^')^ — !/*[^*(46* — 4ac) 

+ 4xy {bc — ad) + î/*(c» — ae)] = o. 
Le polynôme entre crochets, devant être carré parfait, 

s'écrira 4(6» - oc) [a; - ^^,Z% ^J' 

d'où résulte le mode de décomposition suivant: 

[ax* + 2xy(b -f- r 6* — (^) + !/*( ^ ) I 

\ Yb'—acJ] 

[ax* + 2aîy(5 — V ^* — ac) -{- y^lc + ) 1 

V V6«-ac/J 

En calculant le rapport anharmonique des quatre points 

représentés par les deux trinômes du second degré, d'après 

la formule (5), on voit que p se réduit à ^ ■ =s — i , 

parce que 2qm! -f- 29m — pp est identiquement nul. 

Donc : quand on a 3 =:0y les quatre points représentés par 
la forme du quatrième degré sont en situation harmonique^ et 
on est en droit de conclure que J est un invariant. 

Supposons maintenant qu'on ait I = o. En divisant par 

a et en désignant les quatre racines — ^, etc.. par p, y, 8,6, 

l'équation 1 = 0, pourra s'écrire : 

i2pY5e — 3S . SpY8 + (Spr)' = o. 
Mais on a ilp.SpyB = SpV -j- W^ 

(53pY)« = 23pY + 2^^Z + ôp^Se ; 
l'équation devient donc 

Spiyt _ sp«YB — OpySe = o 

ou bien en développant : 

(Pï + Se») + (PS + Ye)« + (^e + yS)» - (pS + ïOCp. + 78) 
- (P* + rS)(PY + Ss) - (?r + Se)(68 + re) = o . 
ou enfin, abréviativement : 

M> 4- N> + P« — NP — PM — MN = o. (6) 

Mais la valeur (4) du rapport anharmonique est 

_ PY + Se — pe — yS _ M — P 
P "^ Py 4- 8e — p8 — Y8 "" M — N' 
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Maintenant l'égalité (6) devient en ajoutant et retranchant 

des termes 

(M — P)» -f (M — N)» — M» + MP + MN — NP = o 
ou (M — P)»+(M— N)» — (M — N)(M — P)=o 
ou enfin 

/M— P\» , M — P , , 

(m:^) + ' "ïn^N = P* - P +^ =0- 

Donc, quand on a 1 = o, les quatre points représentés par 
la forme du quatrième degré sont en situation équi-anharmonique; 
on en conclut que I est aussi un invariant. 

Il reste à chercher par quels facteurs I et J sont multipliés 
lorsqu'on fait la substitution linéaire a? = oX + PY, 
y =z a'X + P Y. Pour cela nous remarquerons que le dis- 
criminant P — 27J* est le produit des carrés des différen- 
ces des racines, c'est-à-dire de six facteurs de la forme 
(a?it/, — yia?,)2 (*). 

Lorsqu'on fait la substitution indiquée, on reconnaît que 
chaque facteur devient (X^ Y, — YiXj)*(ap' — pa')»; le discri- 
minant se trouve donc multiplié par (ap' — pa )". Il en ré- 
sulte que I est multiplié par (ap' — Pa)* et J par (op' — pa^. 

On peut s'en assurer par un calcul direct en formant les 
coefficients de la nouvelle expression de/*, puis les nouveaux 
invariants. 

IV. — Détermination du rapport anharmonique des quatre 
points représentés par V équation f = o . 

Nous allons calculer en fonction de I et de J l'expression 
du rapport anharmonique des quatre points représentés par 
l'équation /* = o, sans faire aucune hypothèse particulière. 

Posons pour un instant 

A = 46* — 6ac + 20X, B = 2X6 — 2ad; 
on aura 

f= {aa^* + 2bxy + Ai/»)«— y» [Aa5« + 2Ba?î/ + y\}} — oe)]. 
Puisque X est déterminé de telle sorte que le second tri- 
nôme soit un carré, on peut écrire: 

[*) Voir, pour la démonstration de ce fait, les L^çoim d^ Algèbre supérieur 
de Salmon^ traduction française, p. 78. 
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f = (a,r» + 2b.v!f + Xi/*)' — \y'(x + ^yj 



[aa,' + 26a.v+Xî/'+^^^^] 



C?) 



= Tox» + 0)2/ (26 _ v/a ) + î/M>^ - -^^1 

[ax' + ajt/i 26 4- \/I) + î/'(X + -^'\"j 

D'après la formule (5), le rapport anharmonique est 

_ 4aX — 46' + A + R 
^~ 4àX — 46» + A — R 
R désignant la racine carrée de l'expression 

|-(,6 _VI)' _ 4«X + ^][(26 +/Â>_ 4«X -^] 

Gomme on a 

4aX — 46* + A = 6a{l — c) = 6a(iL, 
la formule précédente devient 

Gi^ip-^ i)=R(p + i), 
ou bien, en prenant pour inconnue auxiliaire 

36ulV = R«. 
Le polynôme R' s'exprime très simplement en fonction 
de I et J; on a 
Rt = (451 -j- A — 4oX)« — lô^b/A — -^J 

16 (606c — 2a'd — 46')* 

= (8** - 6«« - ^«^)' 46.-6ac+^aX 

OU, en remplaçant X par [a + c, 

R» = 1 — ; [(86« — Sac — 2a[x)*(26« — 2ac+ af*) 

26'^ — 200 -f- ajjL 

— 32 {3abc — 26» — a^d)] 

[aV — 6aV (&" — ac) + 8a* (3^"c« 



26* — 2ac + a(jt. 

— 4ac' + 6abcd — aH^ — 46»^)] 
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[ay.^ — 6(JL«(6* — ac) + 8aJ 



26^^ — 2ac + <^[^ 

+ 81 (6* — ac)] 

La substitution de cette valeur dans la relation S^jx^fj* = R* 
donne Téquation 

jj,* (g aa^ — a^) + ôja'^ (6« — ac)(3cy« + a*) 

_ 8 a* (I(fc2 _ a^.) ^ «j) == o. (8) 

Il ne reste plus qu'à éliminer [jl entre les deux équations 
du troisième degré (8) et (3) [x^ — al + ^J = o, pour avoir 
la résolution cherchée entre le rapport anharmonique et les 
invariants. 

Les calculs sont assez prolixes; il n'est guère possible 
d'éviter le développement complet du résultant des équations 
(3) et (8). Ce résultant, pour deux équations incomplètes de 
la forme Ao;' + Ba;* + D = o et Kx^ + C'a? + D' = o est 
A3D'3 — D^A'^ — B^A'D* — A*DG'* — A^BG'D» — B«DA'C'» 

+ 2AD«A'*G' + 3 AD«A'«D' — 3A«DA'D'« — ABDA'B'D'. 

En ordonnant suivant les puissances de (j, on trouve que 
tous les termes du résultant contiennent en facteur 

a^J + a^l (6« — ac) — 4(6» — acf ; 
après la suppression de ce facteur, jl reste 

5832JV + (7*(5832J« — 648P) + (t'(i944P + 144P) 

+ 2i6J« — 8P = o 
ou 2i6J*(27(y« + 27(T*+9(j*+ i) — 8P(8i(7*— i8(j*+ i) = o 

c'est-à-dire 77 = 27 ^^^^'(^ =108 , ,\,, [ ^/ , ,, 

(p+l)«(2p-l)«(p-2r 

Telle est la relation cherchée. 

Elle fait retrouver des résultats déjà obtenus; si l'inva- 
riant I est nul, on a p* — p + i == o; si J est nul, on a soit 
p + I = o, soit 2p — I =0, et l'une quelconque des valeurs 

— I , — et 2 pour p, caractérise la situation harmonique. 

P 

Enfin, on voit aussi que -=^ est un invariant absolu^ c'est-à- 

V 

dire une fonction qui se reproduit sans l'adjonction d'aucun 
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facteur, lorsqu'on fait une transformation linéaire, car U 
rapport anharmonique ne change pas. 

On voit d'ailleurs que P et J* sont multipliés chacun par la 
douzième puissance du déterminant ap — pa. (A suivre.) 



CONSTRUCTION DES ASYMPTOTES 

DE l'hyperbole ÉQUILATERE 
PASSANT PAR QUATRE POINTS DONNES 



1. — On sait que rhyperbole équilatère qui est circonscrite 
à un triangle passe par le centre des hauteurs de ce triangle : 
on pourra donc déterminer un cinquième point de l'hyperbole ; 
par cinq points on ne peut faire passer qu'une seule conique 
et l'on voit ainsi que le problème ne comporte qu'une 
solution. 

On peut d'ailleurs trouver le centre d'une conique déter- 
minée par cinq points; il suffit,"comme on le sait, de déter- 
miner les extrémités de deux cordes parallèles au moyen 
du théorème de Pascal. La droite qui joint les milieux de ces 
deux cordes est un diamètre ; le centre peut donc être cons- 
truit au moyen de deux diamètres, ainsi déterminés. 

2. — D'après cette remarque nous supposons que l'hyperbole 
équilatère H est définie par deux points A, B et le centre 
O de la courbe et nous nous proposons de trouver ses asym- 
ptotes. Voici une solution simple de ce problème. 

Soit A' le symétrique de A par rapport à 0; par les trois 
points A, A', B faisons passer un cercleA;soit 0' le centre et 
C l'extrémité du diamètre qui passe par B. On sait que : si sur 
la corde d'une hyperbole équilatère comme diamètre on décrit un 
cercle, celui-ci coupe Vhyperbole en deux autres points qui sont 
les extrémités d*un diamètre de cette courbe. 

Il résulte de ce théorème que le point G est un point de 
l'hyperbole. 

Le triangle rectangle BAC étant inscrit à l'hyperbole, on 
sait par une autre propriété, également bien connue, que la 
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tangente à Hau point A est perpendiculaire à Vhypoténùse BG. 
Ayant, d'après cette remarque, abaissé du point A une per- 
pendiculaire AK sur CB, les asymptotes cherchées sont deux 
droites rectangulaires ayant leur sommet en et intercep- 
tant sur AK un segment dont le milieu est le point A. Il 
suffit donc pour les obtenir, et comme l'indique la figure, de 
décrire du point A comme centre avec AO pour rayon un 
cercle qui rencontre AK aux points D et E : OD et OE sont 
les asymptotes. 




3. — On peut remarquer que si Ton prolonge les asym- 
ptotes OD et OE jusqu'à ce'qu'elles rencontrent le diamètre 
BG aux points D' et E', les triangles OO'E', OO'D'sont isoscèles 
et l'on a 00' = O'E' = O'D'. On peut alors déterminer les 
asymptotes de Thyperbole en décrivant du point 0' comme 
centre avec 00 pour rayon un cercle qui coupe BG en deux 
points, et en joignant ces points au centre donné on ob- 
tient les deux asymptotes. 

L'une et l'autre des deux constructions précédentes sont 
plus simples que celle qu'on indique ordinairement. Gelle-ci 



— 157 — 

consiste à tracer les bissectrices des angles formés par les 
droites BG, ÂA'; on mène ensuite par des parallèles à ces 
bissectrices et on a les axes en position. De ces axes on 
déduit ensuite les asymptotes; mais dans la pratique il est 
visible que cette construction est moins rapide que celle 
que nous venons d'exposer, et qui donne immédiatement 
les asymptotes au moyen du tracé d*un seul arc de cercle. 



QUESTION 16 

liolntioii par M. E. Devin, élève de Mathématiques spéciales 

au Lycée Charlemagne. 



On considère une ellipse E rapportée à ses axes et une 
conique A passant par les foyei^s et les extrémités B, B' du petit 
axe de E. Cette conique A rencontre E en deux points M, N 
différents de B et de B' ; en ces points on mène à E des normales 
qui rencontrent A en des points î, Y dont on demande le lieu 
géométrique. (G. L.) 

L'équation générale des coniques passant par les points F, 
F', B, B' est 6»aî« + Aa?y + c^ — 6'c« = o. (1) 




L'ellipse donnée et la conique A se coupent en quatre 
points situés sur les deux droites dont l'équation est 

6*05* + a'Xon/ = o, 
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combinaison homogène de Téquatioii (i) et de celle de 

l'ellipse 6W + a^y^ — a'6* = o. 

. L'équation du diamètre MN commun au^ deux courbes 

est donc b^x -|- a'Xj/ = o . 

et son coefficient angulaire, m 

Soit m celui de la tangente en M; on a 

mm = ; 

, . , 6* 6* 

ainsi m --r- = — r 

ou w = -^. 

Soit m!' le coefficient angulaire de la normale au point M 
on a mm' = — i 

d'où m" = — — • 

Ceci posé, les points M et N étant les extrémités d'un 
diamètre de l'ellipse donnée, les deux normales MI et NI' 
sont parallèles et, d'après l'équation générale des normales 
à l'ellipse, en fonction du coefficient angulaire, qui est 

V o* + 6*m« 
nous aurons pour l'ensemble de ces deux normales, dont 
le coefficient angulaire est m'\ l'équation 

ou, en multipliant les deux membres par X*, 

ou encore (ly + b^x)\'k^a^ -f 6«) = c*6*X«. (2) 

Nous allons maintenant, pour éviter d'introduire l'ellipse 
donnée dans l'équation du lieu, chercher à former l'équa- 
tion de la droite IF; et, cette équation obtenue, il nous 
suffira, pour obtenir le lieu demandé, d'éliminer X entre 
l'équation de la droite II' et celle de la conique mobile. 
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La droite MN étant un diamètre de la conique, et les 
droites MI et NI' étant parallèles entre elles, les points I et 
r sont les extrémités d'un même diamètre de cette conique. 

L'équation de II' est donc de la forme 

y -\- aiX = 0, 

D'ailleurs l'équation de MN est 

6*a? + o*Xt/ = o. 
L'ensemble de ces deux droites est donc représenté par 
l'équation homogène 

{b'x + a%) (2/ + our) = o. (3) 

Il faut déterminer a. 

Pour cela, nous allons former, avec l'équation de la 
conique mobile et celle qui représente les deux droites 
MI et NI', une combinaison homogène, qui, elle aussi, repré- 
sentera l'ensemble des deux droites II' et MN; en identifiant 
cette équation avec l'équation (3) nous pourrons déterminer a. 
L'ensemble des deux normales peut s'écrire 
X«(a2X« + 6«)j/« + 6*(a«X« + 6«)x-« + 2X6«(a*X« + b^)xy 

_ b'c'X^ = 0. (4) 

La conique mobile étant 

c*j/* + b^x^ + Xxy — b^c^ = o. 
multiplions cette dernière équation par X*6V et retranchons 
de (4) le résultat, il vient 

X«[a«X« + 6« — b^c']y^ + 6*[a«A« + 6« — c*A*]a;« 
+ X6*[2a»X« + 2¥ — \*c^]xy = o 
ou X«[a*X* + 6« — 6«c*]j/« + ft«[X« + b']x* 

+ X6>[a»X» + b^y.^ + 2b^]ocy = o. 
Identifiant cette équation avec 

o*Xî/« -f oib^x^ + (6* + a.Xa^jxy = o 
on a 

X'[a'X« + 6« — 6«c*] _ 6^X' + b') _ X6'[a«X' + 6«X« — 26*] 

a«X "" a "" 6* 4. aXa« 

de la première de ces égalités je tire 

_ b^(X« + b') 

* — x[X«+6-^(6« + c«)]' 

L'équation de la droite II' est donc 

6'(X« + 6*) _ 



— 161 — 

Eliminons maintenant X entre cette équation et 

b*x* + Xojy -f" ^V — ^^^^ = o 
on a 






L a"!/* J 

ou encore 

— b*xY(c* — 6') (fr'aî» + cy — 6«c*) — 6«aî*î/* = o 
et, après calcul, 

[b*x* + cY — 6'c»] [c«(j/* — 2bY + 6*) — 6*ûD'] 

= 6*aîy(6» — y*). 
Remarquant que la seconde parenthèse est une différence 
de deux carrés, on a 

{b*œ^ + cY — 6* — cJ^*(j/»6«)« — 6*0?*] == 6*xY(6 — y*) 
ou (6*a?« + cY — 6*c") lc(y* — 6*) x— 6*] [c(î/* — 6«) + 6«a?] 

= b'œY(b^—y% (S) 

Cette équation se présente alors sous la forme de quatre 

facteurs et permet ainsi de séparer le plan en régions. 

Les courbes qui séparent le plan en régions sont : 

1« fr»a?« + cy — 6*c» = o 

X* y* 

7« + F = '- 

C'est une ellipse dont les axes sont dirigés suivant ceux 
de l'ellipse donnée, et dont les sommets sont les foyers de 
celle-ci et les sommets B et B' de cette même ellipse. 

2° La parabole ci/" — b^x — 6*c = o. 

C'est la parabole qui a pour sommet le foyer F de l'ellipse, 
pour axe l'axe ox, et qui passe par les points B etB'; elle 
est bien déterminée. 

3® La parabole cy* + b*x — 6*c = o . 

C'est la parabole qui a pour axe l'axe occ, pour sommet le 
point F', foyer de gauche de l'ellipse donnée, et qui passe 
par les points B et B'; elle est aussi bien déterminée. 

40 Les deux droites 2/ = ^' 

y= — by 
ce sont les parallèles à ox, qui passent par les points B et B'. 
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ReporUms^nous à réquation (S). 

Si (6* — y*) > o, le second membre est positif; le facteur 
c(y^ — 6*) — b^^9 en supposant x positif, est positif; il faut 
que (b*x* + e^y* — 6*c") [c(y« — &*) + ^'^1 soit négatif. 

Il peut donc y avoir des points de la courbe dans Tes- 
pace oompris entre la parabole 

c(j/» _ 6») -^ b^x =o 
et l'ellipse ¥x* + cY — &'c« = o. 

Alors la courbe ne pénètre pas dans toutes les parties 
ombrées de la figure. 

Occupons-nous maintenant de la discussion de l'équation 
en la considérant comme bicarrée en x. 

L'équation développée s'écrit 

6*a*a?«y* — 3b*c*a^y* + 2b^c^x* — 6*a?* -f" <^*!/* — 36'c*y* 

ou, «n Tordoûnant par rapport aux puissances décroissantes 
de Xf 
t^x^ — 6«aYaî*+36*cV^*— 2¥c^x*— cY + 36*cy 

— 3b^cY + ^*^* = o 
ou 

66^4 _ b^x'^iaY— Sbyy^ + 26*c*) — c*j/%* — 36y — 26*) 

— c*6*(î/* — 6«) = o. (^) 
Si dans cette équation on fait o; = o, on a 

(î/«_6«)8-o, 
qui p;'ouve que les points B et B' sont des points triples 
de la courbe. 
Si d'autre part on fait y = o dans l'équation (5), on a 

(x« — c*)« = o, 
qui prouve que les points F et F' sont des points doubles ; 
mais 60 sont des poiats doubles isolés, car les tangentes 
en ces points sont imaginaires. 

Tangentes horizontales, — Cherchons les points de la courbe 
oU la tangente est horizontale. Pour cela, il faut former la 
dérivée par rapport à œ et l'égaler à zéro. 

On a f=: 4&»a?» — 2b^c^x (y* — 3bY + &*) = o, 
d'oîi d'abord la solution ^ = o qui indique qu'aux points 
B et B' les tangentes à la courbe sont parallèles à ox. 

Ayant supprimé cette solution et divisé par b*c* on a 
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2ft*«« — c^y* — 26«){y« — &•) = o, 
qui est satisfaite pour une valeur de y comprise entre les 
deux droites j/ = it ft. 

La courbe ne renfermé dans son équation que des puis- 
sance paires de œ et de y; elle est donc symétrique par 
rapport aux axes de coordonnées, et l'origine est au centre* 

L'équation (6) bicarrée en x^ est 
b^x* — cc*(a«6y + 2&«c« — 3a*bY) — c*(y« — 5«)» = o 
ou 6«aî* — 6* (y* — 5*)(o«î/« — 2frV) œ* — c* (y« — 6*)» = o. 

Pour que cette équation ait ses racines réelles, il faut avoir 
64 (yi _ 6t)t(aY — 26V)* + 46*c* (y» — 6*)» > o 
ou 6* (y* — b^)\aY — 4a*&'cy + 4&*c*y»] > o 

ou 6*y« (y* — 6»)*[aY — 46*0»] >. o 

ou ft*y* (y* — &")*(a"y — 26*c)(a*y -f- 26*c) >. o. 

Pour que cette quantité soit positive, il faut et il suffit 
que Ton ait a*y* — 46*0* >. o. 

Il n'y a donc pas de points de la courbe entre les deux 

parallèles \ ox y = + ■ ^ . 

Ces deux parallèles, construites sur la figure, sout com- 
prises entre les deux droites y ^ Hh 6. 

Car la condition — —• v ft 

revient à celle-ci (6 — c)* >. qui est évidente. 

D'ailleurs le signe de la somme des racines de l'équation 
bicarrée en x dépend de la qualité 

(y« _ 6«)(ay _ a6*c«), 

Si y* — 5* est < o, pour que la somme soit positive, il 

faut que l'on ait y* j— < o 

26V 
ou y*< — — . 

a* 

Comparant cette quantité à &', posant par exemple 

26«C* 

on a 2c* < a* 

ou . 2C? < 6* -f c' 

ou enfin c* < 6*. 
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Noas sommes ainsi amenés à distinguer les trois cas 
suivants : !<> c* — 6* > o. 

30 c* — 6* < o. 

Premier Cas ; c' > 6*. 

Si (c* — 6') est > il existe, pour toutes les valeurs 
de y comprises entre les parallèles y = ± &> quatre valeurs 
réelles de a;; et, quand y^ est > 6* deux des valeurs de oc 
seulement sont réelles ; les deux autres sont imaginaires. 
Les tangentes horizontales étant les deux droites 

2b*c 



1/ = in — r^f 

il n'y pas de points de la courbe entre ces deux parallèles. 

Tangentes aux points B et B'. — Pour avoir les tangentes 
en ces points, nous allons transporter les axes au point B, 
par exemple. 

Pour cela il faut dans l'équation du lieu faire 

x=zX 

y = Y + b; 
celle-ci devient 

6«X* — 6« [(Y + b)* — 6«] [a« (Y + 6)« — 25«c«] X« 
— c* [(Y + by — 6«]» = o 
ou 6«X* — 6» [Y» + 26Y] [a«Y« — 2a»6Y + a«6« — 26V] 

— c* [Y« + 26Y]» = o 
L'ensemble des termes de degré le moins élevé est 

6«YX*(c« — 6«) — 4c*Y* = o, 
ce qui 'donne d'abord la droite Y = o, solution déjà trou- 
vée; et les deux autres tangentes sont 

Y» = (c* — 6*) -^ fic*. 

' 4c* 

On voit encore par là que : si c* > 6' les tangentes en ces 
points sont réelles; si c* < b* elles sont imaginaires. La 
courbe a donc dans ce cas la forme que lui donne la figure 1. 

Deuxième Cas : c* = &'• 

Dans ce cas, les tangentes aux points B et B' sont don- 
nées par l'équation Y' = o ou, en revenant aux anciens 
axes de coordonnées, {y — by = o. 
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Ceci prouve que les parallèles à Ox menées par les points 
B et F sont des tangentes triples de la courbe. 

Quand j/" — 6* est négatif, les valeurs de œ sont imagi- 
naires toutes les quatre ; et deux des valeurs de x seule- 
ment sont réelles quand y* — 6* > o. 

La courbe a donc dans ce cas la forme que lui donne la 

figure 2. 

Troisième Cas : c* < 6*. 

Quand on a c* < b*, les tangentes aux points B et B' 
autres que les droites !/ = + &» sont imaginaires ; car elles 
sont données par l'équation 

qui prouve que les parallèles menées par B et B' à Oo; sont 
des tangentes imaginaires de la courbe. 

D'ailleurs, d'après la discussion, faite précédemment, de 
l'équation du quatrième degré en a?, les quatre valeurs 
de X correspondant aux valeurs* de y comprises entre les 
parallèles à Ox menées par les points B et B' sont imagi- 
naires ; et, en dehors de ces deux parallèles il y a seule- 
ment deux valeurs réelles de x. Les bouclés de la figure 1 
disparaissent et la courbe a encore la forme de la figure 2; 
mais les tangentes parallèles à Ox aux points B et B' ne 
sont plus des tangentes triples de la courbe, comme dans le 
cas précédent. 

Nota. — La même question a été résolue par M. Mettental, à Besançon. 

QUESTIONS 

POSÉES AUX EXAMENS DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE, 1882 (!•' degré). 

1. — Trouver, sans employer l'équation en S, la direction des 
axes de la surface x* — 2yz =: i. 

L'équation étant 

fix^y^z) = cp(a?t!/i2) + 2Ca? + 2GV + 2G"a + (x = o, 
les directions principales sont les génératrices communes 

, . ?'« ?'y 9 « 

aux deux cônes — ' = = - — 

X y z 
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2l — Discuter Us diverses svrfaces représentées par Véqwir 
tion: z = x« + y* — 2Xxy -f- x — y + i 

quand on suppose que X est variable» — Quelles sont ks 
valeurs de X pour lesquelles cette surface représente wn para- 
boUyide elliptique ? 

3. On donne deux axes rectangulaires ox, oy ; soit A un 
point dont les coordonnées sont l et ^; soit A' son symétrique 
par rapport à o, trouver V équation d'une hyperbole équilatère 
ayant les points AA' pour sommets réels. 

4. — Former le développement de — r-: , ^ ; , ,f (x)=go 

^^ (x* — i) f (x) ^ ^ 

ayant pour racines Oy p ... y. 

5. — Trouver^ sans employer la règle de rHôpitol, la Ufnite 

a* 
de y , y = qu^nd x tend vers Vinfmi. 

On supposera d'abord que x tend vers l'infini par des va- 
leurs entières; soit a= i r|- a: (a étant positif) la formule 
du binôme peut s'appliquer au développement de (i -j- a)* 
et il en résulte notamment 

(i + a)'' > I 4- occ H ^^ ^ a«; 

par suite y > h « H a. 

Quand x croit au delà de toute limite, le second membre 
de l'inégalité précédente croit pour des raisons évidentes, 
au delà de toute limite. Ainsi y croît lui-même au delà de 
toute limite. 

On examine ensuite le cas oh x tend vers l'infini par des 
valeurs quelconques et l'on ramène ce cas au précédent en 
observant que tout nombre a;, non entier, est toujours com- 
pris entre deux nombres entiers consécutifs. Enfin on aura à 
considérer le cas où x tend vers — y et celui où 6 est plus 
petit que i. On ramène sans difli culte ces différents cas au 
précédent. 

6. -^ On donne un plan par ses tracés^ rendre ce plan de 
front par une seule rotation. Nouvelle projection verticale â!un 
point du plan* 
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7. — Trouver Vangle de deux plans gui passent par un point 
m, m', et par deux droites D, D' situées dans le même plan ho^ 
riaontal. Résoudre la question en imaginant la construction qui 
exige au^si peu de lignes qu'il est possible. 

8. — Exprimer qu'un cône est de révolution en faisant voir 
que ses génératrices font un angle constant avec une droite fixe 
passant par le sommet du cône. 

9. — Pour qu'un produit de facteurs soit nul, il est nécessaire 
et suffisant que l'un des facteurs soit nul. 

La proposition est admise comme évidente pour des fac- 
teurs réels. Examinons d'abord le cas de deux facteurs ima- 
ginaires. 

Soit U = (a + bt)(a + b% 

c'esi-à-dire V = aa' — bb' + (aV +ba')i; 

si Ton suppose U = o on a donc 

aa — 66' = (1) 

a6' -^-ba =o 
si a et 6' ne sont pas nuls à la fois, ces équations linéaires 
et homogènes en a et 6' admettent une solution différente 
de zéro ; le déterminant a — 6 

6 a 

doit être nul, ainsi a* + 6*=o, 

d'oîi a = o 6=o. 

Réciproquement, si a = o, les équations (1) sont vérifiées 
et l'on a U = o. 

Il reste à généraliser cette proposition et à l'étendre à un 
produit de p facteurs imaginaires; p étant un nombre entier 
quelconque. Ceci se fait sans difficulté en multipliant sv^ceS" 
sivement les facteurs du produit. 

jusqu'à ce qu'on trouve un résultat nul. A cet instant on 
applique la remarque faite tout à l'heure, pour deux facteurs. 

10. — Condition pour que les deux faisceaux 

Ax* -t- + aBxy + Cy» = o 
A x« + 2B xy + C'y» = o 
toient harmoniques» 
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En coupant par la droite y = i en deux équations du se- 
cond degré dont les racines ap, pour la première ; a p', pour 
l'autre, satisfont à la relation 

2 (ap + af) = (a + a') (g + p'), - 
on trouve ainsi les conditions 

2BB' = AC + CM. 



ERRATUM 



A la fin delà page 428 et pour la suivante corriger et remplacer la fin de 
Varticle par ce qui suit : 

or les deux premières relations donnent comme valeurs proportionnelles de 
a, p, y, les expressions 

l {—IX + mB + nC) 
m (/A — wB + nC) 
n [lA. 4- mB — nG) 
que je représente par 

l.L 

m. M 
n.N 
donc le lieu du centre a pour équation 

V/Ai.L + V'b, M +\/c,.M =0, 
ce qui prouve : que le lieu est une conique tangente aux trois droites qui 
joignent deux à deux les milieux des côtés du triangle primitif; nous laissons 
au lecteur le soin de fixer en détail la situation et la forme du lieu géomé- 
trique; notre seul but était d*indiquer un procédé qui peut servir dans beau- 
coup de questions. 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. VAZEILLE. 
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CONDITIONS DE RÉALITÉ 

DE TOUTES LES RACINES d'uNE ÉQUATION 
Par M. Iiralecki, professeur de mathématiques spéciales au lycée Fon ta nés. 



1. — Je me propose de déduire ces conditions du Ihéorëmc 

de RoUe, sans faire usage de renoncé du théorème de Sturm. 

- Soit f{x) le premier membre d'une équation algébrique, 

f'{x) sa dérivée, Q le quotient et — ©(a;) le reste de leur 

division. 

Théorème. — Si f(x) a toutes ses racines simples et réelles, 
et son premier terme positif, il en est de même pour <p(x) ; et les 
racines de 9 séparent celles lie f . 

Soient a, p ... X, les m ^ i racines, par ordre croissant, 
de /"; en vertu du théorème de Rolle, elles séparent celles de 
f et les deux suites identiques 

/•(a), m) . . . /-(X) (1) 

-9(a),-<p(p) ...-<p(X) (2) 

ne présentent que des variations. Cette propriété de la der- 
nière suite montre que ç est de degré m — 2 et a toutes ses 
racines réelles. Do plus, les racines de /' séparent et limitent 
les racines de ç. 

Pour reconnaître le signe du premier terme de 9, je re- 
marque que f{X) est négatif, car entreXet-j-oo ily aune seule 
racine de f, donc <p(X) est positif; comme X est limite supé- 
rieure des racines de cp, le premier terme de 9 est positif, c.g./'.c/. 

La démonstration qui précède suppose seulement que f et 
/' sont de degrés consécutifs, et que les racines de /* séparent 
celles de f. 

Ceci posé, je remarque que le premier terme de f* est po- 
sitif, j'opère sur /" et 9 comme sur feif et je forme une suite 
complète de polynômes 

f f Rm-2 R»iv-3 • • • Ro 

de degrés marqués par leurs indices. 
Chacun de ces polynômes a ses racines réelles, séparées 
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par celles du suivant. La démonstration précédente montre 
que tous les premiers termes sont positifs. En l'écrivant on a 
m — I , conditions qui sont nécessaires pour la réalité des 
racines de /. 

2. — Je dis maintenant que ces conditions sont suffisantes. 
Je les suppose réalisées. 

Soient f{x), f(x) et <f(x) trois consécutifs quelconques de 
ces polynômes, je suppose qu'on ait démontré que les racines 
de f sont réelles, simples et séparées par celles de (p; je disque 
les racines de f sont toutes réelles et séparées par celles de f. 

En effet, par les mêmes notations que précédemment, la 
suite (2) ne présente que des variations, donc aussi la suite 
(1); et /"a au moins m — 2 racines réelles. D'ailleurs (p(X) est 
positif, puisque X est limite supérieure des racines de cp, donc 
f{X) est négatif, et comme son premier terme est positif, f a une 
autre racine au delà de X, et par suite aussi une inférieure à 
a. /* a donc toutes ses racines réelles et séparées par celles de f. 

D'ailleurs sur l'égalité Rj = RjQi — Rq, on voit immédia- 
tement que R, a ses racines réelles, séparées parcelle deRj; 
donc le théorème est vrai pour R3, R^ et ainsi de suite jus- 
qu'à f(x) qui a donc toutes ses racines réelles, c. g. /*. d. 



RESOLUTION ALGEBRIQUE 
DE l'Équation du quatrième degré(*) 

Par M. G. de IiOii|^hamp«. 



1. — Soit, 

/•(oî) = Aaî* + Rr' + Goî* + Dx + E = o {\) 

réquation proposée ; désignons par x^^ a;,, £C,, x^y ses quatre 
racines. Sur une droite indéfinie D, et à partir d'une origine 0, 

(*) Hermite, Journal de Boschardt, t. 52. 

Darboux, Journal des mathématiques pures et appliquées^ t. 18, p. 320. 

Mathieu, mémoire sur la résolation des équations, Annali di matbêmatica 
pura ed applicata^ t. lY, 1862. 

C'est par erreur que cette indication bibliograptiique a été donnée, dans le 
numéro de juillet [Math, elém.), à propos des équations quadratiques ; elle se 
rapporte à l'équation du quatrième degré. 
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partons ces valeurs dans le sens indiqué par leurs signes : 
on obtiendra quatre points A|, A,, A,, At* Si sur A^ A, comme 
diamètre on décrit un cercle At.2, on obtiendra ainsi, en com- 
binant les points deux à deux, six cercles ; et si Ton désigne 
par O13.31 le point où Taxe radical des deux cercles An A34 
coupe la droite D, on obtiendra ainsi trois points O11.84, O^ji, 
Ou .23 ; Ist connaissance de ces points dépend d'une équation 
du troisième degré que dous allons former et qui est une 
résolvante d« Téquation donnée? 

2. — Cherchons quelle relation doit exister entre les coefii. 
cients de Téquation (1) pour que les racines puissent se 
séparer en deux groupes : Xi, Xt d'une part ; a?,, x^ d'autre 
part, ces nombres satisfaisant à la même équation homogra- 
phique en involution. Supposons que l'on ait les relations 

cCiX, — X(a?t + ^1) + |A = o 
x,a?4 — X(x3 + ^'4) + P- = o 
et cherchons la relation qui en résulte pour les coefficients de 
l'équation donnée. 

Ces relations peuvent s'écrire 

(X3 — X)(x^, — X) = X« — jx, 
si Ton pose x — X = X. 

L'équation f(X + X) == o a donc quatre racines telles que 
le produit de deux d'entre elles, convenablement choisies, 
est égal au produit des deux autres. Or on a, par un déve- 
loppement connu, 

d'ailleurs, TW = 4A>>' + 3BX« + 2CX -f- D 



I 
2 
t 

T 
I 

34 



f{X) =» 6AX» 4- 3BX 4. C 
/-(X) = 4AX + B 



— 172 — 

: Où sait aussi, et Ton vérifie facilement que si réquation 

A'X* + B'X? +'C'X« + D'X + E' = o 
•a quatre racines X^, Xj, Xg, X^, telles que X| X,,=X3 X^, on 
a, entre les coefficients, la relation 

A'D'* = B'*E'. 
' La relation cherchée est donc 

A(4AX» + 3BX« + 2GX + D)» 
. = (4AX H- BY{k\ -^ BX' + GX« + Dà + E). 
Développons les calculs : on peut observer que les termes 
en X% X' et X* disparaissent, et Ton obtient finalement le résul- 
tat suivant : 
, (A) HX» + IX* + JX + K = o 

en posant 

(H= 8A*D — 4ABG +B3 

) I = i6A«E + 2ABD + B«G — 4AG« 
^^' j J = 8ABE + B^D — 4AGD 

(k=B'E— AD'. 
Si Ton peut déterminer X par cette équation du troisième 
degré, alors Téquation en X devient quadratique et se décom- 
pose, comme Ton sait, en deux équations du second degré. 
Enfin, on aura les racines cherchées par la relation 

a; = X -f X. 

' 3. -^' On peut faire ici plusieurs remarques. On voit 
d'abord comment les considérations géométriques du § i 
.conduisent naturellement à Téquation (A) et, au fond, le 
problème d'algèbre que nous avons résolu en la formant, 
se trouve naturellement indiqué quand on cherche à déter- 
miner les trois centres d'involution qui correspondent à 
quatre points arbitrairement pris sur une droite. 

L'équation (1) sera quadratique toutes les fois qu'on pourra 
trouver une racine de l'équation (À). Deux cas particuliers 
se présentent immédiatement: 1® celui qui correspond à 
l'hypothèse K = o et pour lequel on a une racine nulle 
dans (A); 2** le cas de H = o qui donne pour X une racine 
infinie. Dans le premier cas on a Xi x^ =.- x^ x^; dans l'autre 
a?! -|- (Kj = ûjj + x^i Nous avons (*) examiné ces deux 



(•) Voir le journal de Math. Élém., p. 156 et 169. 



— 173 — 

cas remarquables et montré qu'en eiffet, dans Tune. et l'autre, 
de ces hypothèses, Téquation du quatrième, degré pouvait 
se résoudre par les équations du second degré seulement, r' 

4. — Parmi les méthodes connues pour résoudre les équa- 
tions du quatrième degré, celles de Ferrari et de Lagrange 
doivent leur succès (*) a à cette seule circonstance que 'Von 
peut former des fonctions de quatre variables qui n'ont que trois 
valeurs ». La méthode que nous venons d'exposer rentre dans 
cette idée générale. En effet, l'inconnue auxiliaire X que nous 
avons introduite, la racine de la résolvante, jouit de la prb-' 
priété de satisfaire à la relation 

(a?i — X) (x^ — X) = (ccj — X) (a?4 — a) ,. . . , 

- X^ X^ -^ Xf Xi 

ou X = -r- = ■. . Jj 

Xi -f- X2 •"-" X^ — X^ 

Or avec quatre lettres aî^, cCj, x^, x^, on ne peut former que 
trois valeurs analogues à X ; donc à priori l'équation en X 
doit être du troisième degré seulement. 

Cette manière d'envisager la résolution algébrique des 
équations, et qui est celle qui a dirigé les travaux de Lagrange 
et d'Abel lorsque le premier a cherché la résolution algébrique 
des équations et l'autre lorsqu'il a établi, le premier, l'impos- 
sibilité de résoudre algébriquement les équations d'un degré 
supérieur à quatre, cette manière, disons-nous, met en 
lumière ce fait que nous voulons signaler ici, savoir qu^il 
existe une infinité de résolvantes du troisième degré pour V équa- 
tion du quatrième degré. Si nous désignons, en effet, par y une 
fonction des lettres a?i, Xj, ccj, x^, tellement choisie que, en 
posant . 1/ = /* (a?i, ccj, a?,, ap^), 

le symbole d'opération désigné par f ne donne pour y que 
trois valeurs quand on permute les indices i, 2, 3, 4, de 
toutes les façons possibles; il est d'abord acquis que l'équa- 
tion en y doit être . du troisième degré seulement. De plus 
c'est une résolvante : il faut entendre par là que si l'on peut- 
déterminer une seule racine de cette .équation, la résolution 
de l'équation proposée peut être effectuée par la résolution- 

d'équations de degré moindre. Ce fait est démontré dans 

, . ) 

(•) Serret, Algèbre sup.^ t. II, p. 479. 
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tous los cours de mathématiques spéciales quand on traite 
de rabaissement des équations. A toute forme algébrique f^ 
définie comme nous tenons de le faire, correspond donc une 
résolvante. 

5. — Dans la méthode de Ferrari on pose 

dans celle de Jiagrange, 

js = Xi + a?, — 0?, — a?4 ; 
dans celle que nous venons d'exposer, 

^^^ X\X^ "^ X^pC^ 

^ — — I • 

wj ""j~ Ct/j """ X^ """" x^ 

Mais il est bien évident que le symbole f peut être choisi 
d'une infinité de façons différentes. Si l'on pose, par exemple, 

Y = ai/ + P^ + Y^ 
« et si Ton fait subir aux indices la permutation circulaire, 

les fonctions j/, z, X ne prennent que trois valeurs ; ainsi 

Y prendra seulement trois valeurs et la connaissance de Y 

dépend d'une équation du troisième degré. 

6. — La liaison qui existe entre le paramètre introduit 
et l'idée géométrique qui a inspiré cette méthode peut 
encore se mettre en évidence ainsi qu'il suit. Imaginons que 
la droite D du § 1 soit prise pour axe des Xy soit l'origine 
des coordonnées que nous supposons d'ailleurs rectangu- 
laires. Le cercle A^., a pour équation 

OU oî* + y* — x{Xi -}- x^) + x^x^ = 0. 

De même, le cercle A,.^ a pour équation 

^* + y' — ^i^i + ^i) + ^8^4 = o. 

L'axe radical de ces deux cercles est donc 

^(^1 + ^j — ^8 — ^4) = XiX^ — x^x^ 

d'oli X = 1. 

Ainsi l'équation en X que nous avons formée, la résolvante 
de l'équation (1) a pour racines les distances de l'origine 
aux trois axes radicaux des cercles A, combinés deux à 
d^ux. 

7. — En supposant que l'équation considérée ait été débar- 
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rassée de son second tenne, et mise sous la forme 

o^ + P^* + 9^ 4" ^ = o» 
la résolvante, d'après les formules (A) et (B), est 

8gX» H- 4 (4r — p*) X* — 4pgX — g* = o. (1) 

Celle que donne la méthode de Ferrari est 

!/' —Vt — 4n/ + 4P^ — g* = o. (2) 

Enfin la méthode de Lagrange conduit à la résolvante 
i5» + 8pj3« + 1 6 (p« + \r)z — 64g» =0. (3) 

Ces trois équations sont, à peu de chose près, et au point 
de vue des calculs que nécessiterait l'une ou Tautre de ces 
équations, d'une simplicité égale. Nous voulons seulement 
faire remarquer ici que ces trois équations peuvent, par un 
simple changement d'inconnue, être ramenées Tune à l'autre. 
Il y a, avons-nous dit tout à l'heure, une infinité de résol- 
vantes; mais ces résolvantes en nombre infini rentrent-elles 
toujours et nécessairement les unes dans les autres ? Peut-on 
toujours par une transformation rationnelle et homographique 
passer d'une résolvante à une autre ? Par suite ces méthodes 
diverses de Ferrari, de Lagrange, celle que nous exposons, 
sont-elles vraiment distinctes et indépendantes ? Sont-elles 
au contraire tellement liées les unes aux autres que, bien-que 
partant de points qui diffèrent, à l'infini, d'après la loi qui 
unit l'inconnue auxiliaire aux quatre racines de l'équation 
donnée, elles aboutissent toutes à des équations pouvant se 
déduire les unes des autres ? Ce sont là des points qui, à 
notre connaissance, n'ont pas encore été soulevés et que 
nous ne voulons pas examiner en ce moment. Mais il est 
facile de reconnaître que les équations (1), (2), (3) ont une 
dépendance telle que Ton peut passer de l'une à l'autre et 
comme nous allons le montrer. 

Considérons d'abord l'équation (1) ; on peut l'écrire 

4X»(3gX + 4r) = (2|)X-}-g)« 

2i)X + g 
et en posant —^ — = 6 

on trouve, par cette transformation homographique (*) : 

[*] Une transformation algébrique entre deax inconnues u, v, est dite ho- 
mographique lorsque ces inconnues satisfont à la relation homographique 

ottttJ -|- |3w + yu -|- ^ = 0. 
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c'est-à-dire,, précisément, réquation (2). 

Prenons de nouveau l'équation (1) et transformons-la en 
posant V = 2q. 

On trouve, pour l'équation en [x, 

(x» + 8p|ji.* + 1 6|i. (p* — 4?') — 649' = G ; 
c*est bien la résolvante donnée par la méthode de Lagrange. 

8. — Nous ferons remarquer en terminant cette note que la 
méthode que nous venons d'exposer, présente une propriété 
que nous allons développer et qui rend cette méthode d'une 
application commode. 

Désignons par a, 6, c, les trois racines de Téquation (1), 

on a donc a= -— — = — . 

t>L/| — J~ CC2 """" **-'3 ^"^ *^i 

Mais on suppose cci + Xj + 0*3 -f- ^i = o, 
par suite a = — = — =— ^ — s \ 1 i — 2_i — «^ 

ou encore 2a = -^ ■ V" ^. 

Xi 4" ^a 

On trouve de même 



X^ -{- X 



3 



^ (^1 H~ ^2) (^1 ~r »^s) 

20 — — 

X2 -p tZ^s 

De ces équations on tire 



2 



»^l "T~ *^3 l/" 



2 
^2 + ^8 i/TT 



2 



- =Yab 



et finalement oîi = /ôc + /«c — /a6 

x^ = y^+ /^— /^ 

X, = Yab + /ôc"— Ybc 
et a?4 = — /a6 — Y^^o — y^. 
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Exemple. — Soit proposé de résoudre Téqualion 

05* + 42a;* — 160a; + 441 = o. 
Notre résolvanle est 

X« — 2iX-|- 20 = o. 
On a donc, a=i 6 = 4 c = — 5 
et, par nos formules, 

oî, = 2 + Y-b 
Xj = 2 — Y — 5 

a?, = — 2 + 3 /^ 

ÛD, = — 2 — 3 Y'^ 
On peul vérifier qu'en effet on a bien 
as* + 42a;" — i6oa? + 44^ =(a5" — 4» + 9) (a?* + 4^?+ 49). 



CONCOURS GENERAL DE 1882 



Mathématiques spéciales. 

Par un point quelconque P pris dans le plan d'une parabole 
donnée^ dont le sommet est en 0, on mène trois normales qui la 
rencontrent aux points A, B, G ; tes longueurs PA, PB, PCj PO 
étant représentées respectivement par a, b, C; 1, on demande 
de former Véquation du troisième degré dont les racines sont 
1* — a*, 1' — b*, 1* — c', et d'indiquer les signes des racines 
d'après la position du point P dans les diverses régions du plan. 

1. . — Recherche de Véquation du troisième degré. 

Posons z = /* — a* 

et désignons par Xq, t/o l®s coordonnées du point P ; par o?, y 
celles du point A. On a 

;s = a^o» + t/o* — [X — Xo)* — {y — VoY 
ou 2 = 2XqX + 2J/0Î/ — œ* — y*. (1) 

D'autre part, les coordonnées x, y satisfont à l'équation de 
la parabole, j/' — 2px = o (2) 

et à celle du cercle qui passe par les pieds des trois normales. 
On sait que cette équation est 

x' + y'-x {x,+p) -^ = o. (3) 

JOURNAL DBKATH. SPÉC. 1882. 8. 
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L'équation en ^ s'obtiendra en éliminant x ei y entre (1), 
(2) et (3) ; nous pourrons d'ailleurs considérer aussi l'hyperbole 
équilatère aux pieds des normales, courbe qui a pour équa- 
tion p{yo — y) + y (a^o — ^0 = o. (4) 

Les équations (1) et (3) donnent d'abord 

X {xo — p) +—yyo — ^ = o 

u 

et, par combinaison avec (2), 

î/« (o-o —P) + 3p2/o2/ — 2pz = o. (A) 

D'autre part les équations (2) et (4) donnent 
t/8 — 2p (x^ --p)y— 2p»yo = o 
et, par combinaison avec (A) , 

3m' + 2 j {x, —pY — z\y + 2PJ/0 (oîo — p) = o. (B) 
Il nous reste à éliminer y entre (A) et (B) et cette élimina- 
tion se fait immédiatement, par une règle connue, règle qui 
donne ici 
2P [(^0 — PYyi> + 3t/oz]* = [2{x^ — pY — gpyo^ — 2{Xo — p)z] 

[6pt/o(^o — P) 4- 2(^0 — ;>)« — 2^']- 
ou, après avoir supprimé le terme lipy^H^, dans les deux 

membres; après avoir alors divisé l'équation entière par 

^^Xq — p), et réduit celle-ci en l'ordonnant, on a finalement 

s^ — 2(xo — p)*«' + {Xo — p)\{xo — pY — 9pyo^\z 

^ l^{4(aîo - pY — 27P2/o*( = o. (G) 

C'est l'équation demandée. 

2. ^-Discussion de V équation, au point de vue de la réalité de.'' 
racines. 

Quand on donne cCoj/o l'équation (G) fait connaître les nom- 
bres Z* — a*, l^ — &^, P — c*; cherchons dans quelles régions 
du plan il faut placer le point P pour que les racines de (G) 
soient réelles, coïncidentes ou imaginaires. 

On pressent bien que la parabole cubique, enveloppe des 
normales, doit être nécessairement l'une des courbes de sé- 
paration; mais nous voulons le vérifier par la discussion di- 
recte de l'équation trouvée; nous voulons aussi nous assurer 
qu'il n'y a pas d'autre courbe de séparation, pour la réalité 
des racines. 
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Pour abréger les calculs, nous poserons 

L'équation est alors 

=' - -V ^' + —(-8 — ?'V= + t(-i-'7&)= °- 

Changeons d'inconnue et faisons disparaître le terme du 
second degré en posant 

z= t A . 

' 2 

II vient, après réduction, 
/» - -j|. «(a' + 8p) i+-g-«' ^«'?--^=o, 

ou, en supposant <= , 

03 — a(a» + 8p) -— + 5a3p — 2&'= o. (D) 

4 4 

La réalité des racines de cette équation dépend du signe 

de V en posant 

43 . V = (i« — 20 a«p — 8p-)* — *'(*' + 8p)». 
Comme V s*annulo nécessairement, nous Tavons fait re-* 
marquer plus haut, lorsque le point Xç^y^ est situé sur la pa- 
rabole cubique, courbe dont Téquation est 

8(0? — pY 

27 ^ 

ou, dans notre notation a' = p 

nous poserons a' — p == w 

et Ton peut écrire 

43V = (ù» — iSgti — 27f5*)* — (& + ti) (u + 9g)\ 
En développant les calculs indiqués et réduisant les termes 
semblables on obtient V = — u^^ 



ou 



V = -,iyo' j ^^^'~^^' -py»'.{ 



Les trois racines s^nt réelles si Ton a 

V<o 

ou --^ îî pyo* > o. 

27 



— 180 — 
Il y a deux racines imaginaires si l'on suppose V > o, 

c est-a-dire — ^— ^î ^-^ — pj/^* < o. 

il 

ê 

Enfin, il y a deux racines égales lorsqu'on a V = o, ce qui 
peut arriver de deux façons, suivant que le point P est situé 
sur la parabole cubique, ou sur la droite j/o = o> c'est-à-dire 
sur Taxe de x, 

3. — Discussion de Véquation au point de vue des signes des 
racines. 

Construisons les trois paraboles cubiques R, R', R" qui ont 
respectivement pour équation. 

py' ="^(^- pT 

3 
pt/« = _- (o; — py. 

* 
Ces courbes ont la forme bien connue et qu'indique la 

figure; elles ont pour sommet commun le point S dont les 

coordonnées sont p et o. Ecartons, pour un instant, Thy- 

pothëse ou le point donné P est situé sur Taxe .t'cc de la 

parabole. Il résulte du théorème de Descartes, lorsqu'on 

l'applique au cas où l'équation considérée a toutes ses racines 

réelles, que si P est placé dans la région R' S R'i o;, il y a 

deux racines positives et une racine négative. Dans la région 

(R'SR'i . R'^SR'^), le point P donnera au contraire deux racines 

négatives et une positive. Enfin si l'on suppose que P est 

placé dans la région ac'SR^RV l'équation n'a plus qu'une 

racine réelle; cette racine étant de signe contraire à son 

dernier terme, celui-ci étant négatif, la racine réelle est donc 

toujours positive. 

Enfin dans le cas particulier où j/o = o> ^"^ aperçoit une 

racine nulle, résultat évident a priori q\> deux autres racines 

égales et positives %=• (x^ — p)*. On vérifie facilement que 

si d'un point pris sur l'axe de la parabole on mène à cette 

courbe les normales qui sont de longueur a, on a bien, en 

effet, i» — o* = (a?o — p)*. 
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ETUDE SUR LES COORDONNEES TRILINEAIRES 

ET I.EURS APPLICATIONS 
Par M. E.*^. Boqael. 

[Suile^ voir p. 13 i.) 



— Équation de la droite de l'infini. — Rappelons d'abord 
sommairement par quelles considérations géométriques on 
est conduit à considérer tous les points à Tinfini dans un 
plan comme situés en ligne droite. 

Au début de la géométrie descriptive, on montre dans tous 
les cours que la perspective (ou projection conique) d*une droite 
sur un plan quelconque est une ligne droite, et que, récipro- 
quementf toute ligne plane dont le plan ne passe pas par le 
point de vue, et dont la perspective est une droite, est elle-même 
une ligne droite. 

Cela posé, considérons un plan P et un autre plan quel- 
conque Q non parallèle à P; si d*un point S, extérieur 
aux plans P et Q, on mène un plan R parallèle à P, ce plan 
R coupe le plan Q suivant une certaine droite A ; si Ton 
considère le point S comme un point de vue, et le plan Q 
comme un tableau, toute ligne droite meoée de S à un point 
situé à Tinfini dans le plan P est parallèle à ce plan, et par 
conséquent se trouve contenue dans le planR; celte ligne 
perce donc le tableau en un point de A; donc tous les points 
qui sont à Tinfini dans le plan P ont leur perspective sur la 
droite A; donc, en vertu de la remarque faite au début, ces 
points doivent être considérés comme situés sur une même 
ligne droite. 

On voit de plus que la direction de la droite de Tin fini 
doit être regardée comme indéterminée; car le raisonnement 
qui précède est indépendant de cette direction. 

La droite de l'infini devant rencontrer les axes de réfé- 
rence en des points à l'infini, nous partirons de ce fait 
évident pour en chercher l'équation. 
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Nous avons vu que les trois coordonnées trilinéaires d'un 
même point satisfont à la relation 

A fi. V 

OU, ce qui est la même chose, à la relation 

a sin A p sin B y sin G S 

r r 



A ' jx ' V R • 

On peut donc dire, en général, que les trois coordonnées 
trilinéaires d*un môme point sont unies par une relation de 

la forme ma -|- tip + PY = *• (^) 

Il suffit pour cela de poser 

ak _ ^'^ ^^ 

2mS ' 2nS ' 2pS 

Une droite quelconque du plan est représentée par une 
équation de la forme 

Ma 4- Np + Py = o. (2) 

Si Ton y fait a = o, pour avoir le point où cette droite 
rencontre Taxe de référence BC, il viendra 

NB + Py = o (3) 

et la condition (1) devient dans ce cas 

np -(- py = fc 

rk •,' A— np 
On en tire y = —, 

P 
d oïl en substituant dans (3) 

Np + P ^ = o, 

P 
ou p(Np — nP) + Vk = o. 

Pour que le point dont il s'agit se transporte à l'infini 

sur BC, il faut et il suffit qu'on ait 

H P 
N» — nP = o, d'où — = — . 

'^ n p 

Ou reconnaît de môme que, pour que les points de rencon- 
tre de la droite (2) avec les deux autres axes de référence 
soient à l'infini, il faut qu'un ait 

m n ' m p ' 

MNP 

On a donc — = — = — = c 

m n P 
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et réquation de la droite de Tinfini est alors 

?na + Tip 4" PY = o • i"^) 

Si ron part de la condition 

a sin A 4- ? sin B + Y sin G = ^5" 

où les paramètres de référence sont supposés égaux à Tunité, 
l'équation de la droite de Tinfini prend la forme 

X sin A -f- p si^ ^ + Y sin G = o. (5) 

— Condition de parallélisme de 2 droites. — Pour utiliser 
immédiatement ce qui précède, nous ferons observer que 
les droites parallèles à une droite donnée Ma -|- Np Py = o 
doivent passer par la rencontre de cette droite avec la droite 
de l'infini. Or, comme en coordonnées cartésiennes Téqua- 
lion générale des. droites passant par Tintersection de deux 
droites données D = o et D* == o est D + ^D" = o (même 
démonstration que dans le système de Descartes), les droites 
parallèles à la droite Ma -[- N^ + Py = o sont donc com- 
prises dans réquation Ma + Np-f" Py+ ^ (^<x + np + pY)=:o. 
ou, ce qui est la même chose, 

Ma + Np + Py + U = o, 
oïl X est un paramètre arbitraire. 

Pour qu'une droite M'a + N'p + P Y = ^ soit parallèle à une 
droite donnée, il faut que son équation puisse'étre comprise 
dans l'équation générale ci-dessus. 

On a donc les conditions 

M' _ K _ y 

M + Xm "^ N + Xn "" P + Xp ' 

et Télimination de X entre ces deux relations donnera la 
condition de parallélisme que l'on cherche. 

L'emploi direct des coordonnées trilinéaires est beaucoup 
moins avantageux dans Télude des propriétés métriques que 
dans celle des propriétés descriptives des figures; c'est 
pourquoi nous n'insisterons pas sur l'établissement des for- 
mules relatives aux relations de longueurs ; lorsqu'on a 
besoin de quelqu'une de ces formules, on peut toujours, 
d'ailleurs, l'obtenir immédiatement en partant de la formule 
correspondante en coordonnées cartésiennes, que Ton trans- 
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forme daus le sj^slèmc des coordonnées trilinéaires au. 
moyen des relations que nous avons démontrées. Prenons 
un exemple, afin de bien éclaircir le procédé. 

— Distance d'un point à unedroUe, — Soientla droite m% + /i^ 
-|- pY = o, et le point («o, p^, Yq). L'équation de la droile en 
coordonnées cartésiennes rectangulaires s'obtiendra en 
remplaçant a, p, y par les valeurs 

a = ^ Ikx + Bt/ + C) 

p = , ^ ■ (A'cc + B't/ + G) 
/A'* + B'* 

|^A"* + B"* \ if r j 

Elle sera donc^ en désignant pour abréger par K, E', K'' 
les coefficients des fonctions linéaires dans les seconds 
nombres , 
mK{kx + Bî/ + G) + nK'{k'x + B'y -|- G') 

+ pK"{k'x + B"y + G") = o. 

Soient Xq, y^ les coordonnées cartésiennes du point (olq p^ y^) ; 
la dislance de ce point à la droite est exprimée par la for- 
mule ; 

8 ^ mK(ATo+Byn+C)+nK-(A-a^o + B>/o+C-)+;)K^W^o4-B-yo+C) 
± y^CAmK + A'/iK' + Aywy + (BmK + B'nK' + B"pK")* 

Mais, en vertu des formules générales de transformation, 
on a 

ao = K (Acco +Bt/o + G), Po = K' (A'oJo + B'y, + G') 

Yo = K'' (AU-o + B% + GO, 
et par conséquent 

"~d:y ( AmK + A'nK' + A>K'0» + (BmK + B'nK' + B>K')« 
Dans le système particulier o\i les paramètres de référence 

sont X = }^A* + B2 , {X = yA'« + B'«, v = VA"» + B'« ,ou 
a K = K' = K* = I , et la formule se réduit à 



S = 



v'(Aw + A'n + A»« + (Bm + B'n + B»« 
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On pourra déduire de cette manière, toutes les fois que 
cela sera utile, les formules en coordonnées trilinéaires des 
formules correspondantes en coordonnées cartésiennes. 

— Corollaire : Transformation des coordonnées trilinéaires, 
— Si Ton veut passer d'un système de coordonnées trilinéai- 
res à un autre système de coordonnées trilinéaires,il est clair 
qu'on devra connaître les équations dans le premier système 
des côtés du nouveau triangle de référence ABC. 

Soient donc aa -j- 6^ + cy = o, a'a -j- b'p + ^ y = o, a"a 
-\- 6"p + c"y ==o les équations respectives des côtés B'C, 
A'C et A!W; les dislances d'un point quelconque du plan 
(^iPiïi) à ces trois droites étant déterminées par la formule 
5 établie plus haut, et leurs signes étant fixés par une dis- 
cussion préalable, si X' jx' v' sont les nouveaux paramètres 
de référence, les formules de transformation seront 



« r 



%\ = ■—■ (aai + bPi -j- cvj) 

X\ = ^ (a-a. + Vp, + c'y») 

oîi q, q, q désignent les radicaux respectifs qui entrent dans 
les distances d'un point aux trois côtés du nouveau trian- 
gle de référence. f/1 suivre,) 



QUESTIONS D'EXAMEN 



Premier degré (1882). 
11. — Construire la courbe 

y = v^i +x3 — Vi +2:». 

Cette fonction !/ est toujours finie et bien déterminée. On 
cherchera l'intersection delà courbe avec l'axe des a;; on 
trouvera : 1° trois racines infinies ; 2<* trois racines nulles ; 
3** trois racines égales à — i. 

L'équation (i -f- ^')* == (i + ^')' 
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débarrassée de ces racines donne Téquatioa réciproque du 
sixième degré 

5a' — iSo;' + 27a;* — Six* + 27a;* — i5cc + 5 = o 

et en posant x -\ == — , 

X z 

z^ — î2z^ -\' i5z — 5 = 0. 
En transformant cette équation ae façon à faire disparaître 
les termes du second degré, en posant 

z = t-^^ 
on trouve t^ — 33^ — 73 = o 

qui a deux racines imaginaires. Quant à la racine réelle, 

comme elle est plus grande que — , elle ne donne pour x 

que des valeurs imaginaires. On voit enfin que pour de très 
grandes valeurs de ce, positives ou négatives, t/ est positif. La 
courbe a donc la forme qu'indique la figure ci-jointe. 

12. — Construire la courbe 

sincp 

I 4- cos cp 
Reconnaître que c'est une strophoide. 

13. — On donne un cercle et un rayon fixe OB ; OA étant 
un rayon mobile, trouver le lieu décrit par le centre des hau- 
teurs du triangle AOB. 

Ce lieu est une strophoïde ayant pour sommet le point A et 
pour asymptote la tangente au point A' diamétralement 
opposé à A. On reconnaît géométriquement ce résultat en 
observant que la droite qui va du point A au centre des hau- 
teurs, forme avec la perpendiculaire abaissée de sur AB et 
la perpendiculaire Oy à OA un triangle isoscèle. 

14. — Construire la courbe 



x« 



y = di X V'x -{- 1 . 

2 

Si l'on prend explicitement le radical avec le signe -j-, on 
aura une fonction y bien déterminée, réelle pour toutes les 
valeurs de x supérieures à — i ; on obtient une première 

branche de courbe ROSQT, qui, au point o? = — i , j/ = 



est tangente a la droite x=— i,qui passe par l'origino tan- 
gentiellement à la première bissectrice et présente en ct 
point une inflexion. Cette branche coupe l'axe des x à une 
distance de l'origine OQ = 2 + 2 V^, puis se dirige à l'in- 
fini, avec une forme parabolique dont la concavité est tour 
née vers l'axe des y. 

La seconde branche coupe l'axe Ox au point P, tel que 
OP — 2 — 2v'3, passe à l'origine tangentiellement à la se- 
conde bissectrice; la courbe a la forme qu'indique la figure. 




15. — Construire la courbe 

1 , siux 

y z= X H . 

•' ' X ' X 

déterminer ses mijmplotes et sa forme générale. 

16. — Démonstration géométrique de la méthode 

de Newrton. — Hontrer que si l'équation a toutes ses racines 
réelles, et si a désigne une limite inférieure des racines positives 
de l'équation, on peut appliqua, avec certitude, la méthode de 
Newton au nombre a. 

Soit/ {x)=^o l'équation proposée; noussupposons qu'elle 
soit de degré m et qu'elle ait pour racines les. nombre o„ 
0,, . . . Om ; si l'on désigne^par 6,, b^, ... b^-i les (m — i) 
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racines de f (x) = o, raciucs qui sont réelles et comprises 
dans les (m — i) intervalles des nombres a^, a^ , . . Om» sup- 
posés rangés dans Tordre croissant ; et par Ci, c^, ... c«_2 
les (m — 2) racines de f (x) = o, racines qui sont réelles 
et comprises dans les intervalles des nombres croissants 
61, 62, ... 6m-/ ; on voit que Ton peut écrire 

a<ai<fti<Ci. 
Il résulte de cette remarque que a est nécessairement 
une limite inférieure des racines positives de Téquation 
proposée. 

Ceci posé, soit 

/ (x) = ce"* 4- AiX*^^ + Ar^aî"^^ -|- + A^ =0 

cette équation ; on a 

x'+A,x + k,+ ^^...+ ^" 



f(x) ^. , ^x>~ , ^^. . ^ ,-.-.. ^ 



m— 2 



Pour de 1res grandes valeurs négatives de o?, on voit que 
le signe de -77- est positif : mais /* et f conservent le même 

signe depuis — 00 jusqu'à a; donc pour o; = a le rapport 

f 
-^ est positif et la méthode de Newton s'applique avec 

certitude à la valeur approchée a. 

On peut observer que si Téquation f{x) = o n'a pas toutes 
ses racines réelles, mais si la limite a est fournie par Tùne 
des méthodes du cours, a est alors une limite inférieure des 
racines positives de /* et de ses dérivées successives, et Ton 
peut étendre la remarque en question à cette limite a. 

17. — On donne deux plans P, P' passant par rorigine et 
dans ces plans deux droites A, 1\ faisant un angle constant V; 
au plan de ces deux droites on mène une normale; trouver le 
lieu décrit par cette droite. 

Soient ax -^ hy -\- czz=^o (P) 

a'x + b'y -{- cz =z o ' (P') 

les deux plans donaés. Désignons par xy'z' les coordonnées 
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d'un point du lieu cherché; le plan 

XX -f- J/2/' + ^^= o 
coupe les plans P et P' suivant des droites dont les équations 

X u % 

sont -r-7 T = H r = — : r-r (A) 

bz — cy ex — az ay — bx 

X y z ,, 

bz — cy ex — az ay — bx! 

il ne reste plus qu'à exprimer que ces droites forment Tan- 
gle V. La condition connue donne un cône du quatrième 
degré, qui se réduit au second quand V = 90®. 



e* — I 



18. — Limite de y 

four X = o. ' 

I 
On posera e« — i = — ; quand x tend vers p, on sait 

que m tend vers Tinfîni ; on a d'ailleurs, et d'après ce chan- 
gement de notation, 

I I 

y / - \ • » \ m 



,t(, + ^) K'+i^)" 



et, pour m = 00 , on trouve i/ = — — = i. 

19. — Décompose/* une fraction rationnelle en fractions ration- 
nelles simples. 

Ayant posé y=-l-y-, 

on suppose que a soit une racine réelle ou imaginaire de 
multiplicité a, on montre que l'on peut avoir, /" et F étant 
bien entendu des polynômes entiers premiers entre eux, 
identiquement 

M- = ^ I A(^) , (. 

¥{x) ^x — af {x — a)«-*F,(a;) 
<p(cc) est la partie entière, tjuand elle est différente de zéro, 
de la fraction proposée, et l'on suppose que 

F(a;) = (a; — aY^i{x). 
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A est d'ailleurs un nombre de la forme (A! -\- A't). 
On a en effet, identiquement, et quel que soit Â, 



A 



F(a;) (œ — a)' 



+ 



f(x) — kF^{x) 



(x — ayFi{x) 
On dispose de A de façon que 

/•(a) = AF,(a). 
A n'est ni nul, ni infini, mais de la forme A' -f- A't; on 
peut remarquer qu'il n'est pas nécessaire de connaître <p(a;) 
pour calculer le coefficient A. 

20, — Exprimer aumoy en d*un déterminant que les deux droites 

P = ax -f- by + cz = o 
Q = a'x + b'y + c'z = o 
se coupent sur la conique 

^(x, y, z) = Ax» + A'y» + A'z« + 2Byz + 2B'zx 

+ 2B' xy = o. 
Considérons l'équation 

(f = f{x, y, z) + 2ttP + 2I5Q = o; 
elle peut être considérée comme une fonction homogène du 
second degré en a;, y. z, a, p. Le théorème d'Euler donne 

2(p = Oîcp'x + yfy + ^?^ + a?'a + P? ^ • 

Écrivons que les dérivées partielle» ^'«j, <p'y ... 
nulles : on aura donc 

Aoj -f- B'î/ + B'a + aa + a'p = o 

B'cc+ A'(/ + Bj5 4- i^a + ft'P = o 

B'CD +By + k's + ca 4- c'p = o 

ax -}- by -{- cz =0 

a'x-^ b'y -{-c'z = o. 

Ces équations linéaires et homogènes en oc, y, 5f, a, p, 

admettront une solution différente de zéro, si Ton a : 

A B" B' a a' 
B' A' B b b' 
B' B A' c c' 
a 6 c o o 
a' V d 00 

■ 

Si nous supposons cette condition réalisée, l'identité d'Euler 
prouve que le point considéré xyz donne <p = o; et 
comme l'on a ^\ = o, cp'g = o 



?/S 



sont 



A = 



= o 
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c'est-à-dire P = o, Q = o, 

on a donc aussi / (ce, y, z) = o. Ainsi le point œyz est 
situé à la fois sur les deux droites et sur la conique données. 
La réciproque est vraie : la condition cherchée est donc 
A z= o. 

Si Ton traite cette question par la méthode la plus natu- 
relle, celle qui consiste à écrire que les coordonnées a;, y, z 
données par les relations 

X y z 

bc' — cV — ca' — ac' "" ab' — ba' * 
satisfont à l'équation /"(o?, y, z) = o, on obtient le résultat 
suivant : 

A (6c' — c6')« + A' (ca' — ac'y -f- A' {aV — ba'y . 

-f- 2B (ca' — ac!) {aV — ba') 

+ 2B' (ac' — ca') (bc' — cb') 

+ 2W(ba' — ab') (ca' — ac') = o. 

C'est le déterminant A, développé. On peut remarquer, à 
priori^ c'est-à-dire sans aucun calcul que ce déterminant est 
une fonction linéaire et homogène par rapport aux lettres 
A, A', A', B, B', B\ 

21. — On considère une hyperbole H ayant pour asymptotes les 
droites A, A' ; soit M un point de H, par le point M on peut mener 
deux cercles tangents à A et à M; démontrer que la distance 
des centres de ces cercles est une quantité constante, quand le 
point M parcourt H. 

L'équation de l'un des cercles est 

X — 0^1 = étant l'équation de la droite des contacts; si 
l'on exprime qu'il passe par le point M, cco, y^ étant les coor- 
données de ce point on a 

a«6« 
(Xq — iiîi) — ■— 5 • 

c 

Soit ûc — iCa = o l'équation de la corde des contacts de 
Vautre cercle, on aura de môme 

(Xq — (Tj) — -j— . 

V 
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ab 



On en déduit œ» — x,-= 



" - c 

Xn •"" «Ta — — 



C 

ab 

ou iï^î — CCi = 



c 

La distance des cordes de contact étant constante, la pro- 
priété énoncée est vraie. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



26. — Soit f {x, y, z) = o un paraboloïde; donner Téqua- 
tion qui détermine les paramètres des paraboles principales. 

27. — En désignant par V Tangle, aigu ou obtus, des 
asymptotes de Thyperbole, angle dans lequel se trouve la 
courbe, démontrer que 

__ V^B^ — AG . sin 9 
*^ A + G — 2BcosO' 

e étant égal à ± i » et son signe étant le même que celui du 
discriminant. 

28. — Gonstruire la courbe 

Lx . Ly = K. (Laisant). 

29. — Dans le plan d'une parabole fixe glisse une parabole 
mobile égale, de telle sorte que le sommet de chacune d'elles 
soit sur l'autre. Démontrer qu'un point quelconque du plan 
de la parabole mobile décrit une podaire de développée de 
parabole, (Ed, Lucas.) 



Le Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLE. 
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TRANSFORMATION RECIPROQUE 

Par M. €}. de fjongchamps. 

[Suite, voir p. 49, 77, 97,121, 145.) 



33. Examinons maintenant le cas particulier où le planP 
qu'on transforme est tangent à la sphère décrite sur la ligne 
des pôles comme diamètre. On suppose donc A =E; le 
discriminant est nul et les racines de Téquation en S sont 

S,=-(A + ft), 
Sj = o, 
83 = — 2A. 

Le hessien est alors 

H = — d«(B« + G«)«. 

Il ne peut être nul que si Ton suppose, à la fois, B = o, 
G = o; mais, è un pareil plan correspond le pôle principal. 
Ainsi nous pouvons supposer H différent de zéro et nous 
allons faire voir qu'au plan P correspond alors un para- 
boloïde elliptique. 

En effet, le hessien n'étant pas nul, la surface est certai- 
nement l'un des deuxparaboloïdes; je dis que S^ et Sj sont 
de même signe. Car nous avons expliqué (n® 32) qu'on ne 
pouvait pas supposer A + ï^ << o et comme l'on a /i = K, 
on a donc nécessairement A -f- ^ >* o ; donc S^ et S3 sont de 
même signe. Concluons : 

Théorème. — Dans la transformation réciproque, à un 
plan tangent à la sphère décrite sur la ligne des pôles comme 
diamètre correspond un paraboloide elliptique. 

34. Nous ferons connaître ici les deux causes qui peuvent 
produire l'abaissement de Tordre de la surface transformée; 
cet abaissement résulte des deux théorèmes suivants : 

Théorème I. — Lorsque la surface f, de degré m, passe 
par le pôle principal, la sur face titans formée n'est plus de degré 2m, 
comme dans le cas général, mais seulement du degré (2m ~ i^. 

JOURNAL DB MATH. SPÉC. 1882. 9 



— 194 — 

Théorème II. — Lorsque la ligne des pôles est une corde 
normale de f, le pôle secondaire étant le pied de cette normale, 
s'il arrive que ce point soit un ombilic de la surface, le degré de 
la surface transformée est, par ce fait, abaissé de deux unités . 

Ces deux propriétés sont la conséquence immédiate des 
formules de transformation (n^ 30). 

Il résulte de ces deux remarques qu'en transformant une 
quadrique Q par la méthode que nous exposons, on peut 
obtenir, suivant le choix que Ton fait du pôle principal et 
du pôle secondaire: 

1^ Un plan; la ligne des pôles est une corde normale de 
la quadrique Q, et le pôle secondaire est un ombilic. 

2® Une quadrique ; le pôle secondaire est encore un ombilic 
de Q, mais le pôle principal n'est plus, comme dans le cas 
précédent, placé à l'extrémité de la corde. 

3° Une surface cubique; le pôle principal est situé sur Q. 

4® Une surface quartique ; les deux pôles ne présentent au- 
cune des singularités des trois cas précédents. 

35. — Nous signalerons, en terminant cette étude très in- 
complète d'une transformation qui nous paraît Tune des plus 
simples que l'on puisse imaginer dans ce groupe de 
transformations du genre Magnus, la surface cubique qui 
correspond à l'ellipsoïde. 

D'après la remarque que nous avons faite en examinant le 
troisième cas du paragraphe précédenl, il suffit pour obtenir 
cette surface cubique de faire passer l'ellipsoïde considéré 
parle pôle principal. Considérons donc l'ellipsoïde rapporté 
à ses axes, et prenons pour pôle principal l'une des extré- 
mités de l'axe majeur, pour pôle secondaire l'autre extrémité 
de cet axe. 

A l'ellipsoïde 

correspond la surface cubique 

a^ (X -a) (^11+ ^) = (X + a) (Y^ + Z^). 

Y \ 
Cette équation, étant de la forme F (X,—- ) = o, 
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est l'équation d'un conoïde; ce conoïde est compris tout 
entier entre les deux plans a5 + o=o, x — a = o- il 
admet un double système de génératrices rectilignes 
parallèles au plan de yz, et en étudiant les sections faites 
dans la surface par le plan 2 = A, on obtient une cubique 

et quand on fait varier h, la déformation de cette cubique 
donne une idée assez exacte de la forme de ce conoïde. 



RECREATIONS MATHÉMATIQUES 

Par M. lÊdODard liueas. 



Théorôme I. — Dans tout réseau géométrique formé de 
lignes droites ou courbes le nombre de points impairs est toujours 
zéro ou un nombre pair (*). 

Euler, dans son mémoire connu sous le nom de Problème 
des Ponts de Kœnigsberg, mémoire qui a paru en latin dans 
les Mémoires de V Académie des sciences de Berlin pour Tannée 
1759, et qui a pour titre : Solutio problematis ad Geometriam 
situspertinentiSj a complètement démontré ce théorème. On 
peut encore donner à la démonstration la forme suivante. 

Désignons par A, B, G, D, . . . les diverses stations du 
réseau, les divers points d'embranchement, les tôles de 
ligne ; soient P et Q deux stations voisines, c'est-à-dire 
telles que Ton puisse aller de P en Q par un ou plusieurs 
chemins, sans rencontrer d'autres stations du réseau. Si Ton 
supprime Tun de ces chemins PQ, le nombre des chemins qui 



(•) On dit, dans cette géométrie des réseaux, qu'un point est pair lorsque 
de ce point partent des demi-droites en nombre pair. Il est impair dans le cas 
contraire. Par exemple, si l'on imagine une droite AB terminée aux points A 
et B, A et B sont des points impairs, et si l'on considère un point sur AB 
est un point pair. q^ L * 
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aboutissent en P et en Q diminue d'une unité, et change de 
parité. Par conséquent, si P et Q sont des points impairs, 
ils deviennent pairs par cette suppression ; si* P et Q sont 
pairs, ils deviennent impairs ; enfin si P et Q sont de parité 
différente, ils demeurent de parité différente. Donc, la parité 
du nombre des points impairs ne change pas par cette sup- 
pression. Par suite, en supprimant successivement tous les 
chemins qui unissent deux stations voisines, jusqu'g ce qu'il 
n'en reste aucun, le nombre des points impairs est nul ; ce 
nombre était donc zéro ou un nombre pair, avant la sup- 
pression. 

Théorème II. — Tout réseau géométrique qui contient 2n 
points impairs peut être décrit par un nombre minimum de n traits 
sans répétition. Tout réseau géométrique qui ne contient que des 
points pairs peut être décrit par un seul trait, sans répétition. 

On suppose que le réseau est continu, c'est-à-dire que 
l'on peut aller d'un point quelconque du réseau à un autre, 
par un chemin continu. D'ailleurs, dans le cas de plusieurs 
réseaux séparés, il suffit d'appliquer à chacun d'eux les 
théorèmes précédents. Cela posé, si l'on part d'un point 
impair A, et si l'on chemine au hasard, sans repasser sur la 
même voie, on sera forcé de s'arrêter à un certain moment ; en 
observant que dans cette marche on ne change pointla parité 
des stations que Ton traverse, on en conclura que le point 
d'arrêt esl un point impair B. En supprimant le parcours AB 
on obtient ainsi une figure qui ne possède plus que (2n — 2) 
points impairs. 

Après n parcours analogues, il ne restera donc qu'un réseau 
dont les stations sont d'ordre pair. 

Maintenant, si l'on part d'un point quelconque M du réseau 
restrein , et si l'on chemine au hasard, on ne se trouvera 
arrêté qu'en revenant au point de départ M, après avoir 
décrit une courbe fermée. Après avoir décrit un certain 
nombre de boucles semblables, on aura parcouru tout le 
réseau. Mais,puisquele réseau est continu, les boucles peuvent 
venir se souder soit les unes sur les autres, puis sur les n 
chemins qui ont été décrits primitivement. Par suite le réseau 
peut être décrit en n traits continus au plus. 
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Note. — Les deux théorèmes précédents sont extraits d'un 
livre de M. Edouard Lucas (*), livre qui, sous le titre de 
Récréations mathématiques, renferme tant d'aperçus ingénieux 
et profonds. Aucune lecture, sous une forme plus agréable 
et plus facile, ne nous parait plus propre à développer dans 
l'esprit l'idée de certaines combinaisons mathématiques, et 
nous ayons plaisir à signaler cet ouvrage à nos lecteurs. 

G,L. 



ETUDE 



9j:. 



SUR L EQUATION ET SUR LA FORME BINAIRE 

DU QUATRIEME DEGRE 

Par M. Kœhler. 

(Suite^ voir page 149.) 



y, — Covariants principaux de la forme binaire de degré n. 

Considérons sur une droite n points A^, Aj, . . . An , déter- 
minés par l'équation f = aa;»+ n6a?«-<î/ + ... = o, et 
soit F un point fixe (le pôle) dont les coordonnées sont 
{pc, y)y P un point quelconque de la même droite, de 
coordonnées (5, tj). Cherchons l'équation qui détermine les 

PA- 
TI valeurs du rapport 1% = .p, * ; 

on a At — / — f — ' z f I 

Xi —X y —y ly — -n^ 

et par suite -^— = ^ , ^ • > ■ 

^ Xi l-\- Kix 

L'équation demandée s'obtiendra en remplaçant dans l'é- 
quation ax"^ + nbx^-^y + . . . = o les variables xeiy par 
l -{- Xa?', Yj + Xy. En développant par la formule de Taylor et 
mettant a?, y à la place de Ç, 7| qui désignent maintenant des 



(*) Récréations mathématiques, par Edouard Lucas. — Gauthier-ViUars, 
1882. 
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coordonnées courantes, il vient 

+y%)+ +\-f{x\y')=o. 

En égalant à zéro les coefficients de X, X* ... X"-* , on 
obtient n — i équations représentant les n — i groupes po- 
laires du pôle {x\ y) par rapport aux n points du système 

Le premier groupe, composé de n — i points, est donné 
par xf^'\' yf'^ = o. Les points P de ce groupe sont tels 

que la somme des produits n — i à n — i des n rapports 
PA. 
p> . * est nulle. Le n — i^*" groupe a? /^, + !/ /'» =^ o se ré- 

duit à un seul point, centre des moyennes harmoniques de 
F par rapport à A^, A2 ... An ; on a -, -, = -=r7-r — [- 



P'P F Al ' P'As 



+ -"+p"xr- 

Il est facile de voir que le premier groupe est tel que 
chacun de ses points a pour centre des moyennes harmoni- 
ques relatif au système A^, Aj, ... A» , le point F. Cette 
propriété, dont la démonstration est facile, pourrait servir de 
définition au premier groupe polaire. 

Les formes qui, égalées à zéro, donnent les points des 
différents groupes polaires, sont des covariants de la forme/*; 
on vérifie sans difficulté ce fait par le calcul. 

Soient a; = a X + PY, 1/ = a'X + p'Y les formules de 
transformation ; on a 

a? + Xa?' = aX -f- pY +X (aX' + pT) 
= aCX + XX') + P(Y+ XY') 
et de même y + \y — a'(X + XX') + p'(Y +XY'). 
Donc f{x + Ix, y + Xj/') = 

/[a(X + XX') + p(Y + XY'), a'(X + XX') + p'(Y + XY')] 
ou f{xy) + \[xr^ + y'Q + . . . = F(X,Y) 

+ X[X'F; + Y'FJ + ... , 

F(X,Y) désignant ce que devient fix^y) par la substitution, 
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c'est-à-dire f{aX+ pY, aX + pT). Maintenant les deux 
développements devant être égaux pour toutes les valeurs 
de X, les coefficients des puissances de X seront égaux, et 
l'on aura xf +yf = X'F + Y'F'., etc.. 

La considération du premier groupe polaire donne lieu à 
d'autres formes liées à la forme donnée par des relations 
remarquables. Si d'abord on cherche les pôles dont les pre- 
miers groupes polaires ont un point double, et les points 
doubles de ces groupes, on est conduit à exprimer que 
l'équation xf -f- yf = o a une racine double, c'est-à-dire 

à écrire xf^, + yf^^ = o, xf^^ + J/'/J, = o. 

L'élimination de x\ y entre ces équations donne une 
équation de degré 2n — 4 : H = /;, /^, — (/^p« = 0. H = o 

représente les points doubles des premiers groupes polaires ; 
c'est le hessien de f. 

Si au contraire on élimine a?, y entre les mômes équations, 
on aura les pôles correspondants aux points doubles ; Téqua- 
tion en ac',!/', P = o est aussi de degré 2n — 4. 

On peut aussi se proposer de rechercher les pôles dont les 
groupes polaires relatifs au système primitif et au hessien 
ont un point commun, et de trouver ces points communs. 

On obtient ceux-ci en éliminant x, y' entre les équations 
x'fœ + yï'y = o et xE^ + j/'Hy = o, ce qui donne /*^ H^^— 
fy H^, = T = 0, équation de degré 3n — 6. 

Les pôles correspondants résultent de rélimiûation de 
X, y entre les mêmes équations; on obtient ainsi une autre 
équation = o de degré 3n — 6. 

De ce que les formes P, H, etT représentent des groupes 
de points liés au système donné (f = o) par des relations 
géométriques indépendantes du choix des points fondamen- 
taux, on est en droit de conclure que ce sont des covariants 
de f. Ainsi, en faisant une transformation linéaire qui change 
f{x, y) en F(X, Y), le hessien de F sera le produit du hessien 
de / par un certain facteur dépendant seulement des coeffi- 
cients a, p, a , p' des formules de transformation. C'est ce 
qu'il est facile de vérifier. On a f(x, y) = F(X, Y) avec 
x = oX + pY, y = a'X + P'Y ; on en conclut 
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puis Fxi(X, Y) = a[a/^. + a'/^j,] + «'[«^» J»] " 

Fp(X, Y) = PY^ + 2PP'/W + P'Vy«, 
Fxy(X, Y) = ap/-;, + (ap' + K)/"^' + ^■^%.. 

Eq substituant ces valeurs dans l'expression de H(X, Y), 
c'est-à-dire dans FjiFy» — (F^)*» on trouve 
H(X, Y) = (ap' - a p)^[C,/ya _ (f'^Y] = (a?' - a p)«H(a., y). 

On trouverait de même T(X, Y) = (ap' — ap)»T(a5, y). 

Le môme procédé ne s'appliquerait plus aussi facilement 
aux formes P et 0, au moins pour le cas oîi l'exposant n a 
une valeur quelconque. Mais nous verrons que pour la forme 
du quatrième degré on a = T et P = — J/* + IH, de 
sorte que, après la transformation, P se trouve multiplié 
par (ap' — pa)«. 

VI. — Réduction de la forme du quatrième degré à la 

forme canonique. 

Il existe entre la forme du quatrième degré et ses cova- 
riants des relations simples ; il est avantageux pour les 
étudier de ramener la forme /* à sa forms canonique, 
c'est-à-dire à l'expression la plus simple qu'elle puisse 
avoir, sans rien perdre de sa généralité. 

Soient A, B, G, D les quatre points représentés par l'équa- 
tion f = o; comme ils peuvent être groupés par couples 
de trois manières différentes, ils donneQt lieu à trois invo- 
lutions quadratiques dont les couples fondamentaux sont 

(AB)(GD), (AC)(BD), (AD)(BC). 

Soient 0, 0' les foyers ou points doubles de la première 
involution, c'est-à-dire les points qui divisent à la foishar- 
moniquement les segments AB et CD, on aura 

OA OB , . OG OD 

•= — I et aussi -r— r : -rrrrr = — I. 



OA OB OG OD 

Donc» si l'onchoisitOetO'pour nouveauxpoints fondamentaux 
des coordonnées binaires, les quatre racines de la nouvelle 
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A r V. ^ A , .. , , OA OB OC on 

équation homogène du quatrième degré -^, -^7^, --7^, -^ 

seront deux à deux égales et de signes contraires; donc cette 
nouvelle équation sera bicarrée. Ainsi se trouve établie la 
possibilité de réduire la forme donnée /"à la forme cano- 
nique AX* + 6GX*Y* + EY*, et cela de trois manières 
différentes. D'ailleurs on peut reconnaître qu'il n'est pas 
possible en général de la réduire à une expression ayant 
moins de trois termes; supposons la réduction effectuée, 
on aura identiquement 

ax' + 46x3//+ . . . == AX* + 6CX«Y« + EY». 
Mais on peut toujours introduire les coefficients A, E dans 
les expressions mêmes des nouvelles variables en posant 

X V A = X' et Y V E = Y' ; on peut donc écrire 
X'^ + 6GX«Y'« + r* = a(aX' + pT)* 
-h 46(aX' + PT) »(a X' + pT) + . . . 

En identifiant, on aura cinq équations de condition pour 
déterminer a, p, a , p' et C. L'expression réduite aura en 
général trois termes; elle ne pourra en avoir moins de trois 
que dans des cas particuliers. 

Cherchons maintenant à déterminer les nouveaux points 
fondamentaux. Soit X une des racines de l'équation (2); la 
forme f se décompose ainsi (formule [7]) : 

f=^aœ^ + œy (26 -\/Â)+y^f\- ^^ J 

[ax* + a^ (26 + v/Â) + î/« ^X + -^)1 = P . Q 

et on a l'involution P + yû = o, y étant un paramètre 
variable. Pour avoir les points doubles de cette involution, 
il faut éliminer y entre les deux équations 

P'œ + yQ'« = o, P'y + yQ'y = o, 
ce qui donne 

[200? + y (26— v/Â)iraj (26 + \/T) + 2y f\+ 7=")1 
= [lax + y{2b + v/Â) IRo? 26 -V^A ) + 2î/ /'x— ^=^1 

JOURNAL DB HATH. SPiC. 1882. 9. 
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ou 4a V A 05* 4" 8a ■ . œy + 4î/* ( — X \k ] = 0. 

VA VyA / 

En remplaçant X par [f, -{- c^ et mettant à la place des 

polynômes A et B leurs valeurs, savoir 

A = 46* — 6ac + 2dk = 46* — 400 + 2a[x, 

B =2X& — 2ad = 26[A + 26c — 2ad, 

on trouve définitivement 

X* (2ac — 26* — afA) + 2a5y (ad — bc — 611) 

-f y" (2c* — 26d -f Cfx — fA«) = o. (9) 

Cette équation donne le couple de points fondamentaux 

qui répondent à une des racines de la résolvante. Pour 

achever les calculs de réduction on décomposera cette 

équation en deux facteurs sous la forme 

{^ + -ny) (5'a; + -n'y) = o 
et Ton posera X = Ça? -]- yj!/, Y = l'x -}- y\y ; 

. En remplaçant xely par ces valeors dans la forme donnée, 
les termes en X*Y et en XT' disparaîtront d'eux-mêmes, 
et on aura la forme canonique. (A suivre.) 



QUESTION 388 

Solatlon par M. Gino-Loru, à Mantoue. 



Lei axes d^une ellipse sont dirigés suivant deux droites 
rectangulaires données Ox, Oy. Soit M le point de cette ellipse 
oU le cercle osculateur a la même surface que l'ellipse; soit (a 
le centre de ce cercle; 1^ la distance du centre de ce cercle oscu- 
lateur au centre de Vellipse est égale à la demi-différence des 
axes ; 2^ si la somme des axes de Vellipse reste constante, le lieu 
de M est V enveloppe d'une droite de longueur constante qui glisse 
sur les deux droites Ox, Oy ; et le lieu de \l est la rosace à 
quatre branches, lieu du pied de la perpendiculaire abaissée du 
centre de r ellipse sur une droite de longueur constante qui glisse 
sur les bissectrices des angles des axes. (E. Lemoine.) 
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En appelant 2a, 2b les axes de Tellipse, r le rayon de ce 
cercle oscillateur en M, on aura 

Yâb=:r 



■_hmi. 



ou v/aft = ^ 

(te* 

/y»t fit 

Mais de l'équation de Tellipse -^ -j- -^ = i on tire 

dy 6 X ^ dhj ah 

dx ~ a yj^i _ ^1 ' (te* ~ \l{a^ — x'^y 
Donc l'équation précédente devient 

^ ab a*b 

\/(a* — oî*)» 
a*6» = {a* — (a* — 6*)aî*}» 
a»6 = a* — (a* — b*)x*. 
a\a — b) 



D'ob on tire x* = 



{a + b){a-b) 



a» 



A cette valeur de x correspond 

Les équations (1) (2) donnent les coordonnées de M 
Cherchons celles de (x. En les appelant X et T nous aurona* 



x=«-* 



■+(©' 



do? d*y 



(te* 

, 6* AD* 

6 05 * a* a* — AD* 






a yJa%^o^ ab 

y/(a» — a;»)* 
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ou, toute réduction faite, 

X = a;' — — — 



a 



4 



De même Y = y. ^=1^. 

Donc en employant les équations (1)(2) on aura les coor- 
données de (A données par l'es équations 



ï=fiiî (»-»>; <') 



= /= 



(0-6). (4) 



!• On en lire 
0^«=X»+ Y«=^^ (a - hY+ -±^{a - 6)' = (o- 6)» 

donc 

0[A=a — 6. 

S^" En faisant l'hypothèse 

a 4- 6 = c, (o) 

le lieu de M s'obtient en éliminant a, 6 entre les équations 

(1) (2) (5), Or les équations (1) (2) donnent 

donc a = c^a?3;6 = c3y3 

et réquation (8) se transforme en conséquence en 

JL "i. jL * > 

JL J. * 
ou bien a?» +y3 =:cT 

qui représente en effet l'enveloppe de la droite de longueur 

constante c qui glisse sur les axes. 

3® Le lieu de [x peut être trouvé en éliminant a, 6 entre 

les équations (3) (4) (S). Or (3) (4) donnent 

. a — & = v/x»+YS (6) 

Des équations (8) et (6) on tire 

c4,v/x»+ yt c — v/x« + Y« 

a:^ ; = ï^ ■ ; 
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donc (7) devient • 

c— y/x«+ Y«~" Y* 
ou, en chassant les dénominateurs et les radicaux, 

(X» + T«)» = c* (X» — Y»)», 
Changeons les axes en prenant pour nouveaux axes les bis- 
sectrices des angles des anciens s(xes, les formules de trans- 
formation sont 

X=îr + j/; Y=a; — y; 

donc X» + Y«= 2(a5«+j/2); X» — Y»=4aîî/ 

et réquation précédente devient 

8 (ce» + j/«)» = 1 6 c^x^y* 
ou (ce* + y^y — 2 c^cc'j/» = G 

qui représente en effet une rosace à quatre branches. 

■ ■■■■■! I ■■ . I. , É I , .■.,■■ Il— i^^». I I I 

QUESTION 15 

Solution par M. E. Detin, élève de mathématiques spéciales au Lycée 

Charlemagae. 



Trouver le lieu des points M tels que, parmi les normales issues 
de ce point à la parabole y* — 2px = o, il y en ait deux qui 
formant avec la droite y = x tg 9 im triangle isoscèle. Ce lieu est 

une parabole ; construire cette courbe quand on suppose 9= -5- 

o 

et montrer que le sommet coincide avec le foyer de la parabole 
donnée. (G. L.) 

Soit M un point du lieu, MA et MB les normales issues 
de ce point M, qui font avec Oz un triangle isoscële; les tan- 
gentes en Â et B à la parabole donnée se coupent en un 
certain point M', tel que les droites M'A et M'B' forment avec 
Oz un triangle isoscèle, et à chaque point tel que M corres- 
pond un point tel que M'. 

Si donc on détermine le lieu du point M', on pourra en 
déduire le lieu du point M. 

Pour avoir le lieu du point M', nous exprimerons que le 
pied E de la perpendiculaire abaissée de M sur Oz est le 
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milieu du segment CD déterminé sur Oz par les deux tan- 
gentes issues de M'. 




cines est 



Fig. 4. 

Soient a et p les coordonnées du point M'; 
L'ensemble des deux tangentes M'A et WB issues de ce 
point à la parabole donnée est représenté par l'équation 
(î/« — 2px)lp^ — 2pa) = [py — p(x + a)]«. 
L'équation aux abscisses des points de rencontre C et D 
de ces tangentes avec Oz est 

(àjt tgt ^ _ 2px){p* — 2pa) = [px tg <f— px— pa]«, 
équation du second degré en a?, dont la demi-somme des ra- 

p« — pg — gptg (p 
2p tg(p— 2atg«<p — p* 
La perpendiculaire M'E abaissée de M' sur Oz ayant pour 
équation y — p = (a -^ a5)cotg<p, 

l'abcisse du point D est donnée par l'équation 

^(tg ? + cotg 9) = a cotg (p + p, 
_ a+ptgy 

Exprimant que le point E est le milieu de CD on a: 

p«_poc_aptg9 _ g + P tg y 
2p tg(p — 2atg« <p — p I + tg« 9 
ou (P— atg(p)[p _ptg»<p — 2atg9 + p tgç] = o. 
On a d'abord la solution singulière 

p = atg<p, 
puis P — ptg*9 — 2atg9+ptg<p=o 



d'oh 



œ 



— 207 — 

ou P = (*-'f-)tg2f (1) 

qui est la véritable solution. 

Soient maintenant J et p'ies coordonnées du point M dont 
on cherche le lieu . Elles sont liées aux coordonnées a et ^ 
du point M' par les formules 

et a' = p_a + ^. (3) 

On aura donc l'équation du lieu du point M' en éliminant 
a et p entre les équations (1) (2) et (3j. Transportant dans 
(2) et (3) la valeur de p tirée de (1), elles deviennent des 
équations du second degré en a. 

4a* tg" 29 — 2pa (i -j- 2 tg' 2ç) + P* *g* 2ç + 2p* — 2pa = o 

2a' tg 29 — pa tg 29 -)- pP' = o 

L'élimination de a entre ces deux équations donne pour 
réquation du lieu, en considérant a et p' comme des coor- 
données courantes : 

[4py tg* 29 — 2 tg 29 (p* tg* 29 4" 2p' — 2pa;)]* 
= [ — 4ptg» 29 + 4P tg29)(i + 2/j/»29)][p tg 29 (p* tg*29 + 

2p« — 2pa5) — 2p'j/ (l -j- 2 tg* 29)] 

ou, en simplifiant, 

[2y tg 29 — (p tg* 29 + 2p — 20?)]» = 

2 tg 29[tg 29 (p* tg* 29+ 2p* — 2paî) — 2p*y (1 + 2 tg*2 9)] 
équation qui est de la forme 

P» = KQ, 

P et Q étant des fonctions du premier degré, et E étant une 
constante. Sous cette forme on reconnaît l'équation d'une 
parabole dont P = o est un diamètre et Q = o la tangente à 
l'extrémité de ce diamètre. 

Examinons le cas oli 9 = -^. 

o 

Alors tg 29 = I 

et l'équation précédente devient 

{2y + 205 — 3p)* + 2p (6y + 2^? — 3p) = o. 

C'est une parabole dont la direction des diamètres est 
parallèle à la seconde bissectrice des axes. 
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Les points de rencontre avec l'axe sont donnés 
l'équation (2CC — 3p)* + 2p {2X — 3p) = o. 

ou (20? — 3p) (2X — p = o, 

ce qui donne les deux points 

3p 

2 



par 



et 



P 



La première solution donne un point C, et la tangente en 
ce point est la droite ôj/ + 205 — 3p = o. 

La seconde solution donne le point F, foyer de la parabole 
proposée. 

Cherchons la tangente en ce point. 

Ayant transporté les axes au point F par les formules 



l'équation devient 



' 2 

(Y+X)«+p(Y-X) = o, 

ce qui prouve que 
la tangente au 
point F, qui est 
donnée par l'é- 
quation Y — X 
= o, est perpen- 
diculaire sur la 
direction des dia- 
mètres. C'est donc 
la tangente au 
sommet de la pa- 
rabole trouvée et 
le point P, foyer 
de la parabole 
proposée, est le 
sommet de la pa- 
rabole lieu de M. 




Fig, «. 



Son axe est la parallèle à la seconde bissectrice menée par 
le point F (fig. %}. 
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Cette parabole peut d'ailleurs être construite comme nous 
allons rindiquer. Ayant mené par F des parallèles aux bis- 
sectrices des axes, ces droites sont Tune, FR, Taxe, l'autre, 
FS, la tangente au sommet de la parabole cherchée; F est 

son sommet. Si Ton prend sur Occ, à partir de 0, une longueur 

3 
OC égale à — OF, le point G ainsi obtenu est un point de la 

parabole ; et, si on rabat F en F' sur Oj/, GF' est la tangente 
en C. Du point G on abaisse la perpendiculaire GH sur FS 
et on fait en G l'angle F'G/' = HGF. Le point de rencontre 
/'de G/* avec FR est le foyer de la parabole, qui est ainsi bien 
déterminée. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Pelouzet, à Bar>le-Duc; 
riffoD, commis du bureau de rintendance militaire, à Montpellier. 



ÉCOLE POLYTECHNIQUE 



CONCOURS DE 1882 

Mathématiques. 

On donne deux cercles se coupant aux points A et B; une 
conique quelconque passant par ces points, et tangente aux 
deux cercles, rencontre l'hyperbole équilatère qui a pour 
sommets en deux autres points G et D : 

1. Démontrer que la droite CD passe par l'un des centres 
de similitude des deux cercles ; 

2. Si Ton considère, toutes les coniques qui, passant par 
A et B, sont tangentes aux deux cercles, démontrer que le 
lieu de leurs centres se compose de deux circonférences de 
centres E et F; 

3. Soit une conique satisfaisant à la question, ayant son 
centre sur une des circonférences E ou F : démontrer que les 
asymptotes de cette conique rencontrent la circonférence en 
deux points fixes, situés sur Taxe radical des deux cercles 
donnés. 
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Géométrie descriptive. 

Intersection d'un cylindre de révolution dont Taxe est 
vertical, et d'un tore dont l'axe est horizontal. 

L'axe du cylindre se projette horizontalement en un point 
c, situé à 65 millimètres en avant de la ligne de terre xy\ 
le rayon du cercle de base est 38 millimètres. 

Le centre du tore se projette horizontalement en un point o, 
situé à 58 millimètres delà ligne de terre et verticalement 
en un point o\ situé à 78 millimètres de la ligne de terre. 
La ligne de rappel 00' est à droite du point c, à une distance 
de 54 millimètres. 

La projection horizontale de Taxe du tore rencontre la 
ligne de terre xy en un point si lue à 54 millimètres à droite 
du point de rencontre de xy avec oo\ 

Le rayon du cercle générateur du tore est de 22 milli- 
mètres, et la distance de son centre à Taxe de 5 1 millimètres. 

On demande : 

De représenter ce qui reste du tore entaillé par le cylindre; 
de tracer les parties vues et les parties cachées des contours 
apparents. 

De développer sur la droite de l'épure la portion de sur- 
face cylindrique qui limite le corps. 

D'indiquer à Tencre rouge pu bleue les constructions 
nécessaires pour déterminer un point de Tintersection, et la 
tangente en ce point; wn point du développement de la courbe 
d'intersection tracée sur la surface d'un cylindre et la tan- 
gente ^nç^Q^omi) un point du contour apparent vertical du 
tore, et la tangente en ce point. ' 

Les tangentes seront tracées à Tencre rouge ou bleue. 

On prendra la ligne de terre xy parallèle aux grands côtés 
de la feuille, à 1 3o millimètres du bord inférieur. 
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ECOLE NORMALE SUPERIEURE 



CONCOURS DE 1882 

Mathématiques. 

Soit un point fixe donné P, ayant pour coordonnées a et 6 
par rapporta deux axes rectangulaires ox etoj/; et soient 
A et B les pieds des perpendiculaires abaissées du point P 
sur ces deux axes. On considère les courbes du second 
ordre tangentes aux deux axes en ces points A et B. Du 
point P on mène à chacune de ces courbes deux normales 
variables PM et PM'. 

i. Déterminer l'équation de la droite MM' qui joint les 
pieds des normales variables, et démontrer que cette droite 
passe par un point fixe. 

2. Déterminer Téquation de la courbe C, lieu des points 
M et M'. Construire la courbe G, dans Thypothèse a = 26, 
au moyen de coordonnées polaires ayant le point pour pôle. 

Physique. 

1. On a un miroir sphérique formé par un ménisque en 
verre dont on a étamé ou argenté Tune des faces. Les rayons 
réfléchis par cette face doivent traverser deux fois la face 
antérieure qui est nue, d'abord en entrant, puis en sortant. 
Quel doit être le rapport du rayon de courbure de ces deux 
surfaces du ménisque pour que ce système fasse Teffet d'un 
miroir plan? On examinera les différents cas qui peuvent se 
présenter. On donnera Texpression du rapport cherché dans 
le cas général, en désignant par n Tindice du verre; on 

supposera ensuite n = f . 

Comme d'habitude on ne considère que les rayons centraux 
et on néglige Tépaisseur du verre. 

2. Pour déterminer la valeur du kilogramme, on a mesuré 
exactement le volume d'un cylindre et Ton a cherché la 
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perte de poids qu'il éprouve quand on le plonge dans l'eau. 
Soit V le volume du cylindre en décimètres cubes et à zéro, 
et soit P sa perte de poids dans Teau, mesurée nécessai- 
rement en unités arbitraires, puisque les poids métriques 
n'étaient pas encore connus. On demande d'établir l'équation 
exacte de la pesée, et d'en déduire la détermination du 
kilogramme. 



ECOLE CENTRALE 



PREMIÈRE SESSION 1882 

Oéométrie analytique. 

ce' t/* 

Soit — j- H — ~ — 1 = l'équation d'une ellipse rap- 
portée à son centre et à ses axes, et soient a et p les coor- 
données d'un point P situé dans le plan de cette ellipse. 

Former l'équation générale des coniques qui passent par 
les points de contact M et M' des tangentes menées du 
point P à l'ellipse, et par les points Q et Q' où cette ellipse 

est rencontrée par la droite ~ — U a = o. — Dis- 

poser du paramètre (jl et de l'autre paramètre variable que 
contient l'équation générale, de manière qu'elle représente 
une hyperbole équilatère, passant par le point P. 

On fait mouvoir le point P sur la droite représentée par 
l'équation œ -\- y =i l, et on demande : 

1® Le lieu décrit par la projection du centre de l'ellipse sur 
la droite QQ'; 

2<* Le lieu décrit par le point de rencontre des cordes MM' 
et QQ'. 

Démontrer que ce dernier lieu passe par deux points fixes, 
quel que soit /, et déterminer ces points. — Chercher pour 
quelles valeurs de l ce lieu se réduit à deux droites, et déter- 
miner ces droites. 
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Physique et chimie. 

1. On a deux baromètres fixes, A et B, formés de deux 
tubes cylindriques fermés à la partie supérieure par des sur- 
faces planes. 

Bans une première expérience, à la température de o®, la 
pression étant mesurée dans les deux baromètres par une 
colonne de mercure H, et la longueur de la chambre baro- 
métrique de A étant /, on introduit dans cet espace vide une 
quantité d'air qui fait baisser le mercure de h dans le tube, 
le niveau étant supposé constant dans la cuvette. 

La température et la pression changent alors ; la pression 
lue au baromètre B est devenue H' ; la colonne de mercure 
de A a une hauteur H' — h\ A quelle température a été 
faite cette deuxième expérience ? — On négligera la dilatation 
des tubes, du mercure et de la règle qui a servi à effectuer 
les mesures. 

Coefficient de dilatation de Tair : a = o,oo3665. 

Exemple numérique : H = 76 cent. H' = 64 cent. 

l = 14 cent. A' = 4 cent. 129. 
h = 6 cent. 

2. Indiquer sommairement la préparation de Tacide sulfu- 
reux, et donner les formules qui la représentent. 

3. Combien faut-il de litres d'air (à 0° 760 millimètres) 
pour brûler 29. 75 de soufre? 

Equivalents en poids : S = 1 6 ; = 8 

Poids du litre d'oxygène à 0° et 760™" : i gr. 43 

ÉPURE 

Hyperbolo'ide à une nappe, entaillé par quatre sphères, — 
L'hyperboloïde à son axe {z, z) vertical, à o",io5 du plan 
vertical et au milieu de la feuille; la cote de son centre est 
0^,087 ; les rayons de son collier (r, r) et de sa trace hori- 
zontale (ô) ont respectivement o™,oo8 et oi^^ogS de longueur. 

Les sphères, dont les centres sont dans le plan du collier 
(r, r), touchent le plan horizontal aux extrémités (a^, a\) 
(«2, a a) («8» a'a) («*» ^\) d®s deux diamètres du cercle (ô) res- 
pectivement parallèle et perpendiculaire à la ligne de terre. 
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On demande de construire le& projections des intersections 
de rhyperboloïde avec les sphères. 

Dans la mise à Tençre, on représentera les parties de la 
surface de rhyperboloïde qui, placées à l'extérieur des sphè- 
res, sont comprises entre le plan horizontal de projection et 
le plan horizontal F, à la cote o"", 171. On indiquera, à l'en- 
cre rouge, les constructions employées pour obtenir un point 
quelconque de Tune des lignes d'intersection et la tangente 
en ce point. 



ENSEIGNEMENT CLASSIQUE 



CONCOURS D'AGRÉGATION EN 1882 

Mathématiques spéciales. 

On donne une ellipse, et un point P situé dans son plan. 

1** Trouver le nombre des cercles osculateurs à l'ellipse, 
tels que chacune des cordes communes à l'ellipse et à ces 
différents cercles passe par le point P ; 

2<* Trouver, pour chaque position du point P, combien de 
ces cercles osculateurs sont réels; 

3° Démontrer que les points de contact de ces cercles 
osculateurs et de l'ellipse sont sur un même cercle ; 

4° Trouver l'enveloppe E des cercles C quand le point P 
décrit l'ellipse donnée; 

5** La courbe E peut être considérée comme l'enveloppe 
d'une série de cercles qui coupent à angle droit un cercle 
fixe, et dont les centres sont sur une conique. 

Chercher de combien de manières différentes la courbe E 
est susceptible de ce mode de génération. 

Mathématiques élémentaires. 

On donne une sphère et un cercle fixe G sur cette sphère ; 
et on considère tous les cônes qui passent par le cercle G 
et qui coupent la sphère suivant un cercle G' de grandeur 
constante. 
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i^ Trouver le lieu géométrique des sommets de tous ces 
cônes. 

2® Parmi ces cônes, on prend ceux qui ont leur sommet 
hors de la sphère, et qui sont tels que le cercle de sortie C 
ne rencontre pas le cercle fixe G, et Ton considère sur chacun 
d'eux les génératrices situées dans le plan principal perpen- 
diculaire au plan du cercle G. Déterminer les angles que font 
ces génératrices avec le plan du cercle G, sachant que le 
volume du tronc de cône compris entre les cercles G et G 
est équivalent au volume d'une sphère de rayon connu a. 

Étudier les variations de ce volume quand le sommet du 
cône se déplace dans l'espace. 

Pourrait-on, en modifiant convenablement l'énoncé, appli- 
quer les formules trouvées au cas où le sommet du cône est 
à l'intérieur de la sphère, la condition relative ^aux cercles 
G et G' restant la même ? 

Composition de licence. 

Connaissant le mouvement relatif d'un point par rapport à 
un système de comparaison, ainsi que le mouvement absolu 
de ce système, déterminer l'accélération absolue du point. 

Application. — Un trièdre trirectangle Oxyz tourne, avec 
une vitesse constante (o,autour de l'une de ses arêtes 0j5, qui 
est verticale. Un plan P, passant par l'arête Oy et faisant 
avec le plan xOy un angle constant dont la tangente est 



/ 



— , est entraîné avec le trièdre. 



Déterminer^ par rapport au trièdre^ le mouvement de deux 
points matériels pesants A et B, assujettis à se mouvoir le 
premier sur Ox, le second dans le plan P. Ces deux points 
ont chacun une masse égale à l'unité, et ils exercent l'un 
sur l'autre une attraction égale au produit -de leur distance 
par 20)*. 

Quelles doivent être les circonstances initiales pour que 
la trajectoire relative du point B soit une parabole? On 
négligera l'influence des résistances passives, et l'on ne tien- 
dra pas compte de la rotation de la terre. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



30. — On considère l'équation du quatrième degré 

Ax* + Bec» + Ccc* + Do? + E = o. 
Soient cc^, a;,, a?,, x^ les racines de cette équation. 
1. On propose de démontrer que Ton pose 



z = 



réquation transformée est 

Paj8 ^ Q-3» + R3 + S = o, 
en posant P = BGD — B«E — D^A, 

Q = 2BGD 4- 4AGE — 3B»E — 3D«A —G», 

R = BGD + SAGE — 3B«E — 3D«A, 

S =4AGE — B»E — D«A. 

2. Expliquer le résultat qu'on obtient quand on [suppose 
G = o. 

3. Démontrer que si Ton considère le réseau quartique 

Ao:* 4- Bx^y + Gx^j/» + Dxy^ + Ej/* = o. 

ces quatre droites forment un faisceau harmonique si Ton a 

2G» = 9BGD + 72AGE — 27B*A - 27D*A. 

(G. L.) 
31. — On donne deux droites rectangulaires Occ, Oy; 
sur Ox, deux points fixes, P, Q ; par ces points P, Q, on fait 
passer une infinité de cercles G, et Ton imagine les hyper- 
boles H qui ont pour asymptotes Ox, Oy et sont tangentes 
à G. Trouver le lieu des points de contact des courbes H et G. 

(G. L.) 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. VAZEILLE. 
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ETUDE 
SUR l'Équation , ET sur la forme binaire 

DU QUATRIÈME DEGRE 
Par M. Kœhler. 

[Suite et fin, voir pages 149 et 197.) 



Puisque les quatre points représentés par /*= o donnent 
lieu a trois involutions, il y a trois manières d'opérer la 
réduction à la forme canonique. 

Supposons d'abord les quatre points A, B, G, D réels et 
rangés de gauche à droite dans Tordre alphabétique; les* 
deux involutions (AB) (CD) et (AD) (BC) auront leurs foyers 
réels, rinvolution (AG) (ÊD) dont les segments empiètent 
l'un sur l'autre aura ses foyers imaginaires. Donc il y aura 
deux transformations réelles et une imaginaire. 

Si les quatre points sont imaginaires, il y aura évidem- 
ment une seule transformation réelle, celle qui répond à 
rinvolution déterminée par les deux couples de points con- 
jugués. 

Même observation si deux des points sont réels et les 
deux autres imaginaires ; rinvolution déterminée par le 
couple réel et le couple imaginaire aura seule ses foyers 
réels. 

Il est facile de voir ce qui arrive quand il y a une ou 
deux racines doubles; nous n'insisterons pas sur ses cas 
particuliers. 

Remarquons seulement que, dans le cas de la racine 
triple, la réduction à la forme bicarrée n'est plus possible. 
Mais alors en appelant X le facteur triple, Y le facteur 
simple et en prenant pour nouveaux points fondamentaux 
les deux points déterminés par les équations X= o, Y = o, 
la forme devient simplement X'Y. 

Revenons maintenant à l'équation (9) qui donne les nou- 
veaux points fondamentaux; en éliminant [a entre cette 
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é(iaaiion et la résolvante jt* — Iix = 2J = o, on aura évi- 
demment une équation du sixième degré en a; et en y qui 
donnera à la fois les couples de points doubles des trois 
involutions. Nous allons voir que la forme du sixième degré 
ainsi obtenue n'est autre chose que le covariant T dont il a 
été question plus haut. 

Si Ton cherche le hessien de la forme réduite, comme les 
secondes dérivées ne renferment que des termes en x' 
et y^f on voit que ce hessien se présentera aussi sous la 
forme canonique bicarrée. Donc les nouveaux points fonda- 
mentaux et 0' jouissent par rapport aux quatre points A', 
B', G', D' donnés par H = o des mêmes propriétés que par 
rapport aux points f=o; ils sont aussi conjugués harmo- 
niques par rapport à deux des couples que Ton peut former 
avec ces points A', B', G', D'. 

Maisona -^ = ^ + -^ = ^ + -L 
elparsuite -^ = -J^ + -^ + _L.+ 

Demôme -±- = ^ + -L, + -^^ + ôgr. 

En d'autres termes 0' est le centre des moyennes harmo- 
niques de par rapport aux points /'=:o et aux points 
H = o. 

11 en résulte que est un point commun aux premiers 
groupes polaires de 0', par rapport aux points /*= o et H = o 
et réciproquement 0' est un point commun aux premiers 
groupes polaires de 0. Donc enfin les six points dont il a 
été question tout à l'heure ne sont autre chose que les points 
donnés par l'équation T = o. On voit en même temps que 
les covariants T et sont identiques. 

— Nous avons rattaché la réduction à la forme canonique 
à la méthode de Ferrari ; ce n'est pas ainsi que Ton procède 
habituellement; mais, comme on va le voir, les calculs sont 
à peu près les mêmes. Soient A, G, E les coefficients de la 
forme réduite; on peut supposer que la substitution 

X =aX + pY, y = aX -f- p'Y, 



I 
"ÔD* 
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qui donne laforme eanonique, ait un déterminant égal à l'u- 
nité ; alors les invariants I et J ee reproduisent identique- 
ment et Ton a 

ACE — C»=J, AB + 3C«= I, 
I et J ayant des valeurs connues. 

Ces relations donnent par Télimination du produit AE 
l'équation 4C' — IG -f J = o . (10) 

Maintenant le hessien de la transformée étant 
H = ACX* + X«Y«(AE — 3G«) +CEY«, 
on constate que CF — H ou, ce qui est la même chose, 
C/(cD, y) — H(cD, y) donne le carré du produit des nouvelles 
variables X et Y, savoir X«Y«(9G* — AE). 

D'après cela, après avoir trouvé une des racines Ode l'é- 
quation (10), on forme la différence C/*(a:, y) — H(a;, y), et 
on trouve le carré d'un polynôme du second degré dont les 
facteurs linéaires en ce et y sont précisément X et Y. 

Mais on voit que l'équation 4C* — CI + J = o n'est autre 
chose que la résolvante p.' — [aI -{-2J =: o, dans laquelle on 
a remplacé [a par 2C. Les deux méthodes rentrent donc au 
fond l'une dans l'autre; la seule différence est dans le pro- 
cédé employé pour calculer les facteurs X et Y. 

VIL — Relations entre la forme du quatrième degré et ses 

covariants» 

Prem^is la forme réduite 

/■= oiT* + 6cx*y* + ey*. 
Les invariants I et J sont 

I =s oe -f- 3cS J =a ace — • c«. 
On a ensuite 

H = /;/^i ~ ( Q' = acx' + (û^ - 3c«).xV + oey^ 

T = /^Hy —fyH^ = 8(ae — gc')xy{ax' — ey') 

ou simplement T =3 xy{ax^ — ey*). 

L'élimination de a? el y entre les équations 

^fxi + y/Jy = o et œf^ + yfyt — o 
donné 

P = 4ac»flc* — x*y* (6ac*e + 3 c* — c*) + 4C«êy*i 
Bniin l'élimination de ce et t/ entre 
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o^'fœ + »Ty = o et x'H; + ylîy = o 
donne = T, 

ce qui devait être d'après le paragraphe précédent. 

L'inspection des formules précédentes montre d'abord 
que, si C = o, c'est-à-dire si la forme donnée peut se réduire 
à la somme de deux quatrièmes puissances, l'invariant J est 
nul. Réciproquement, lorsque J = o, l'équation (10) 

4G« — CI + J = o 
a une racine nulle. 

Donc la condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
forme du quatrième degré soit réductible à la forme 

c'est que les quatre points qu'elle représente soient en si- 
tuation harmonique, condition exprimée algébriquement 
par J = o. 

Les formes / et H déterminent sur la droite représentative 
une involution du quatrième ordre, et on peut reconnaître 
que les quatre points P = o constituent un des groupes de 
cette involution, c'est-à-dire que P peut se mettre sous la 
forme X/'-f- fxH. 

C'est ce que montre l'inspection des premiers et des der- 
niers coefficients de /", H et P; si l'on a 

4ac' = Aa -f- fx.oc, 
on a aussi 4^0' = Xe + V^^* 

Donc on peut déterminer X et (x par les équations d'identifi- 
cation X -f- t^ == 4c', 

6Xc + fx(ae — 3c*) — aV — 3c* — 6ac^e 
qui donnent fx = ae + 3c* = 1, 

X = c — ace = — J. 

On a donc P = IH — 3f. 

Cette relation, dont la démonstration serait bien difficile en 
opérant sur la forme non réduite, subsiste lorsqu'on fait une 
transformation linéaire; comme H est alors multiplié par 
(ap' — a p)«, carré du déterminant de la substitution, I par 
(ap' — a p)* et J par (ap' — a'p)«, on voit que P est multiplié 
par (ap' — a'p)». 

Lorsque l'équation /'=o a une racine double, il en est 
de même pour H = o. Effectivement le discriminant I' — 2*7 J* 
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devient pour la forme canoniqne 0^(90* — ae)^. Il peut être 
nul de trois manières. Si a ou c sont nuls, H contient y* ou 
œ* en facteur, le facteur double de /'se retrouve dans H. 
Si 9c* — ae = o, /■ et H prennent la même forme; on a 

f——(ax^ + 3cy^)\ H = — (oc» + 3cy*)«. C'est le cas 

des deux racines doubles. On peut donc dire que les con- 
ditions pour que /*= o ait deux racines doubles, sont que 
les coefficients de /* et de H soient proportionnels. Gela étant 
vrai aussi pour la forme générale dont le hessien est 
H = x\ac — 6*) 4- 2x-»j/ {ad — 6c) + x*y^(ae + 2bd — 3c*) 

+ 2xy^{be — cd) + y*(c^ — ^*)» 
les conditions s'écriront 

ac — 6* ad — bc oe -f" 26d — 3c* be — cd 

a 26 bc 2d 

ce — d* 

"" 6 ' 

elles se réduisent à deux, comme on peut le vérifier. 

Quand /'admet un facteur triple, la forme canonique est 
œ'î/, comme nous l'avons vu, et le hessien devient ûc*; il 
est la quatrième puissance du facteur triple. 

Enfin quand f est une quatrième puissance parfaite, on a 
à la fois soit a=- o, e = Oy soit c = Oye='0. Les coefficients 
du hessien s'évanouissent identiquement, et par suite les 
conditions pour que /* =r oait une racine quadruple peuvent 
s'écrire, dans le cas général 

ac — 6* = ad — bc=^ ne-]- 2bd — 3c* = 6e — cd 

ss ce — d* = o ; 
ces conditions se réduisent à trois. 

Nous avons trouvé pour le covariant T l'expression 

xy{ax^ — ey^)o\xxy\xya — yye){xya -f- yye). 

Les six points représentés par T = o se partagent donc 

en trois couples ; le premier xi/ = o se compose des deux 

points fondamentaux qui se rapportent à la forme canonique 

Ce sont les points doubles de l'involution déterminée par 

les points racines des trinômes ax* + y*(3 c + ^90* — ae) 



et'Aa:^* -f- y* (Sc — y/gc* — ae), en lesquels se décompose la 
forme <kc* + bca^y* + ey*. ^ 

On vérifie sans peine que les points xya — y*\ = o 

et x^\a + J/V^ =oso^^^®s points doublesdes deux autres 
involutions que l'on peut former avec les points /*= o. 

C'est une vérification de ce que nous avons démontré plus 
haut pat deâ considérations géométriques. 
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NOTE 

Principe dk Coresspondànge par M. CHASLES (*) 



Lemme I — Lorsqu*on a sur %me droite L deux séries de 
points X et u, tels qu'à un point X correspondent a points u, 
et à un point u, p points X, le nombre des points X qui co'inci^ 
dent avec des points correspondants u est (a + P)» 

En effet, en représentant par a? et m les distances des points 
des deux séries à une origine fixe prise sur L, on a entre ces 
distances une relation telle que 

x^ (Aw« + Bu*"** _...) + a^* (l'u* -j. B w*"*— . . .) 

+ . .. = o 
et les points x qui coïncident avec des points correspondants 
u sont déterminés par Téquation 

AcD« + ^ + (B + A') oî* + 13-1 + . . , = o. 

Il suffit donc de prouver que le coefficient A du premier 
terme de cette équation n'est pas nul. 

Or si le pointu est supposé à Finfini, Téquation entre x et 
u devient 

ou ko[^ + Mx^-"^+. . • = o. 

(*) Nous publierons dans notre prochain numéro une reproduction d'un 
mémoire de M. Ghasles, mémoire relatif au nombre dé points d'intersection 
de deux eourbes d'ordre quelconque. Ce mémoire repose sur 1» prindpe de 
correspondance que, pour ce motif, nous avons reproduit ici. 6. L. 
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Il doii toujours y avoir ^ points x correspondants à «, et 

par conséquent le terme Âx^ existe nécessairement dans 
cette équation. 

Donc... 

Mais il est possible que les (a -f- p) points ne satisfassent 
pas tous au sens précis de la question, c'est-à-dire qu'il s'y 
trouve ce qu'on appellerait en analyse des solutions étran- 
gères. Il peut s'y trouver aussi des solutions appartenant aux 
coniques exceptionnelles, et qu'on doit écarter. L'examen à 
ce sujet ou la vérification est toujours facile dans chaque 
question. 

Lemme II. — Lorsque deux séries de droites XetV passent 
par un même point, si à une droite X correspondent a droites U, 
et à une droite U, p droites X, il existera (a + p) droites X qui 
coïncideront avec des droites correspondantes U. 

Ce lemme est une conséquence immédiate du précédent, 
car on peut supposer que les droites X et U soient déterminées 
par deux séries de points a; et i^ situés surune même droite L. 

QUESTION D'EXAMEN 



FOYERS DES CONIQUES CONSIDÉRÉES COMME UNIGURSAI)E8 

1. — V équation d^une conique étant définie par les formules 

— ^ _ t' 

^ ~" I — i^ * ^ — I — t« ' 

déterminer les foyers de cette courbe. 

On peut résoudre cette question par une première méthode 
que nous ne ferons qu'indiquer. 
Imaginons les formules 

_ a^ bt+ ct^ _ g^ + Vt + c't^ 

^ ~ a 4- P^ + T^' ^ ~ « + P^ + Y^" ' 

On sait que si t varie, le point (x, y) décrit une conique U; 

soient x\ y' les coordonnées d'un foyer F de cette courbe, 

La définition môme du foyer exige que la fonction V : 

Y^{x^ xy + {y - y')S 



— as- 
soit un carré parfait. Or on peut écrire Y de la manière 
suivante : 

V(a + p^ + ^t^y = l(a — dx') +{b — px')t + (c — yx')t*y 

+ [K - oct/') + (V - pyy + (c' - ri/')/»]^ 

V sera un carré parfait si le second membre de cette éga- 
lité, qui est un polynôme du quatrième degré en t de la forme 

A^* + B<» + C/* + Df + E, 
est lui-même un carré parfait. En exprimant cette condition 
on trouve entre les coefficients deux relations qui détermi- 
nent x' et y'. La résolution de ces équations conduit en gé- 
néral à des équations du quatrième degré, et Ton sait en effet 
que la recherche des foyers est un problème du quatrième degré. 
Mais ce problème est quadratique, c'est-à-dire qu'il peut se 
résoudre par des équations du second degré seulement. On 
devra donc, puisque la chose est possible, décomposer les 
premiers membres des équations trouvées en facteurs du 
second degré. 

Mais la méthode que nous allons indiquer maintenant 
donne lieu, généralement, à des calculs plus simples. 

2. — Nous raisonnerons sur l'exemple particulier que nous 
nous sommes donné ; mais il va sans dire que le raisonne- 
ment que nous allons faire s'applique aux formules les plus 
générales de cette question. 

Cherchons d'abord l'équation générale des tangentes à la 
conique U : soit y = wo; + n 

une pareille droite, l'équation 

^« = w^-f n(i —t^) 
ou /*(i + n) — mt — n = G 

doit avoir ses racines égales ; on a donc 

m* + 4n(n + i) = o 
ou (2n + i)* = I — m*. 

L'équation cherchée est donc 

I \l I — m« ,.. 

y = mx ±-^^^ . (1) 

2 2 ' 

3. — Ceci posé, par un point xy du plan cherchons à 
mener une tangente à la conique U. Le coefficient angulaire 
de cette droite est une des racines de l'équation 
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[y -fnx + -)•=-—— 



ou 
m 



On sait d'ailleurs que les coefficients angulaires des tan- 
génies issues du foyer sont + * ^t — i; en d'autres termes 
réquation précédente doit se réduire à 

m* + I = o , 
si Ton suppose que x\ y désignent les coordonnées du 
foyer cherché. Il faut donc d*abord que le coefficient de m 

soit nul, ce qui peut arriver en supposant, soit y -| = o, 

.soit a;' = o. 

L'équation est alors 

La première hypothèse donne 

m*(i + 4.x'*j — I = o 
et comme m' = -^ i 

On a donc les deux foyers imaginaires F^, F2, 



m» 



_ V^ — 3 ( ____ y/ — 2 

X, — - \x^— -^ 

L'autre hypothèse donne 

0» . ( »■ + tT = f • 

et Ton a ainsi les deux foyers réels F,, F^, 
ce, = o ^0:4 = 

y. = — r- (2'* = r- 

4. — Nous voulons maintenant revenir sur la première 
méthode indiquée dans cette note pour faire une remarque 
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qui a pour but de rendre^ette méthode très rapide et très 
pratique, quand on la dirige comme nous allons l'indiquer. 

Il faut observer que la fonction V qui, comme nous l'avons 
fait remarquer, est une fonction du quatrième degré en t, se 
présente sous la forme remarquable d'une somme de deux 
carrés ; abstraction faite, bien entendu, de son dénominateur 
qui est un carré parfait. Or il est facile de trouver les con- 
ditions pour que la somme des carrés de deux trinômes du 
second degré soit un carré parfait. 

Supposons que Ton ait identiquement 
{px* + qx+ ry + ipx' + q'x + r')« = (Pcc» + Qx + R)> (A), 
et considérons Téquation 

(p + pi)x* + (9 + 9^)^ -h r + ri = o ; (B) 
elle admet deux racines de la forme a -f- ^iy pour l'une,' 
a + p't pour l'autre. 

L'équation (A) étant une identité, ses deux membres pren- 
nent la même valeur, réelle ou imaginaire, quand on donne 
à X une valeur quelconque, réelle ou imaginaire. Il en résulte 
que P(» + pi? + Q(a + fi) + R = o 

et comme P, Q, R sont des quantités supposées réelles, on 

2PaP + QS = K^, 
«^^^ P(a« _ ^«) + Qa + R = 1 ^^ 

P n'est pas nul, car si p et p' étaient nuls à la fois, l'équation 
B admettrait deux racines réelles a, a ; et on pourrait en 
conclure que les deux équations 

px^ -(- {jfo; + ^ = o> 
px^ + qoc + r' = o, 
auraient les mêmes racines. Dans cette hypothèse on sait 

par 
que -î-r = -V = — r? et le premier membre de l'égalité A est 

visiblement un carré parfait. 

Ainsi p et ^' ne sont pas nuls simultanément et nous pou- 
vons supposer p différent de zéro. Les relations (G) deviennent 

2Pa + Q = o, 
Pa* + Qa -fR = PP'. 

D'ailleurs P n'est pas nul. On a, en effet, 

pa = p2 -f p'« 
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et Ton ne peut avoir P = o si To» n'a pas, simultanément, 
p = o et p = o ; mais alors la fonction proposée ne serait 
plus que du second degré en û?, et Ton retomberait ainsi dans 
un problème connu. 

On a donc a = — — =r 

2P 

et par suite 4 P«^» = 4PR — Q^ 

On trouve de même 

a' = — -^ et 4 P'p = 4PR — QS 

par suite P* — ^'* = 0. 

Si Ton suppose p = p' les deux racines de (B) sont a + p 
et a + pi. D'ailleurs Téquation 

(p — p'i) x^ — {q — q'i) X -}- r — ri = o (B') 
aura pour racines celles de (B) quand on y change i en — 1, 
et les racines du premier membre de Tégalité A sont a + Pi 
et a — p«. Quant à Thypothèse p = — p', elle conduit à la même 
conclusion. En effet, les deux racines de (B) sont alors 
a + Pe et a — pi et celles de (B') s'obtenant par le change- 
ment de i en — f, comme nous venons de le faire remarquer, 
seront donc a — pi et a -f- ?«• 

La somme des racines de Téquation (B) ou (B') est 

donc réelle; le rapport "V , . n'est réel que si Ton suppose 

— = •—- ; de plus le produit (a + pe)(a — pi) est aussi réel 

r r par 

et l'on trouve de même — £= — r; on a donc -^ = -7- = -;- 

p p p q r * 

C'est le cas particulier, évident à priori^ déjà signalé plus 
haut. 

Mais alors dans le cas général il faut donc que l'équation 
(B) n'admette que la racine (a -[- pi) ; et (B')la seule racine 
(a ^ pi). En d'autres termes, (B) et (B') doivent être des 
carrés parfaits. 

De cette remarque on déduit 

{q + q'iy = 4 (P + P'i){r + r'i) ; 
et de celle-ci on déduit les deux conditions 
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9« - 4pr = q'^ - Apr . (G) 

et qq' = 2 {pr + rp% (D) 

Ces formules résolvent le problème proposé dans le cas le 
plus général qu'il comporte. 

5. — Appliquons-les au problème numérique et particu- 
lier que nous avons résolu tout à l'heure. Le polynôme en /, 
qui doit être un carré parfait, est ici 

[t^x' + t - xj -f [(!/' -f i)t^ - î/?. 
Les formules (G) et (D), que nous venons d'établir, donnent 
ici i+4X^ = 4y'(y'+i) 

x'{y'+i) + x'y' = o. 
Cette dernière se décompose en deux: 

a*' = o et 2j/' + I = o. 
En prenant successivement Tune et l'autre de ces deux 
équations, on trouve bien les quatre foyers, deux réels, deux 
imaginaires, obtenus précédemment. 



QUESTION 13 

Noliition par M. E. Devin, élève de mathématiques spéciales 

au lycée Charlemagae. 



Étant donnés deux points k etB d'une parabole inconnue et 
la droite A, axe de cette courbe, on abaisse sur A les perpen- 
diculaires Ak\ BB' ; puis on trace les droites AB', BA' qui se 
coupent en un certain point G. Démontrer que si par le point G 
on mène une parallèle à Vaxe A, cette droite rencontre KB en 
un point qui appartient à la tangente au sommet, ce qui permet 
de déterminer simplement ce sommet. (G. L.) 

Nous prenons pour axes de coordonnées Taxe de la para- 
bole et sa tangente au sommet. 

Soient x et y les coordonnées du point A, a?" et y" leâ 
coordonnées du point B; ^équation de AB est 

y —y" t '\ 

y — y = ^'_^r, (x^x). 

Elle rencontre l'axe Oy en un point I tel que 
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X — X 

^_ x'y" — y'x" 
ou 01=—^^ V-. (i) 

X — X ^ ' 

D'ailleurs les points A et B étant sur la parabole on a : 

j/'> = 2px' et y"^ = 2px\ 
Remplaçant dans (1) x' et ce" par leur valeur tirée de 

ces équations, on a 01 = , , ., . 

r. y +^ 

L'équation de AB est 

y{x — os") = yx — yx\ 
Celle de BA' est 

y{x — x") = — y"x + x'y\ 
La parallèle à Ox menée par le point C, commun aux 
deux droites AB' et BA', s'obtient en ajoutant membre à 
membre ces deux équations, après avoir multiplié la 
première par t/" et la seconde par j/', ce qui donne . 

y(y + î/'0(^' - ^;) = ip' - ^lyY ; 

d'oii y— /^f „ =01. 

Donc la droite AB et la parallèle à A menée par le 
point C rencontrent bien la tangente au sommet de la para- 
bole inconnue, au même point.I. 

Cette remarque permet de déterminer le sommet et la 
tangente en ce point d'une parabole, quand on connaît 
deux points et l'axe de cette courbe. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Vazou, au collège Roliin ; 
Griffon, à Montpellier; Chevasson et Dupuis, à Lons-le^SauInier; Ossiion, à 
Versailles. 



QUESTION 19 

Solution par M. Devin, élève au lycée Charlemagne; 



On donne un cercle G et Une droite D^ qui rencontre le C(*rcle 
en et est perpendiculaire à son plan. Soit A un point du cerclé 
et soient sur la droite D deux points B et B' dont la dislance au 
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point est égale à la distance de ce point au point A. On mène 

les droites AB, AB'. 

Trotiver le lieu de ces droites. C'est une surface du quatrième 

degré. Étudier les 
sections faites par 
des plans parallèles 
au plan des xy. 

1 . — Nous pren- 
drons pour axe des 

z la droite D, pour 

^ axe des xle dia- 
mètre OP du cer- 
cle donné et pour 
axe des y la tan- 
gente à l'extrémité 
de ce diamètre. 
Dans ce système 
les équations du 
cercle donné sont 

z = o (i) 

œ^ + j/* — 2'Rx = o 

en désignant par R le rayon de ce cercle. 

Soient .z/, y\ o les coordonnées du point A, qui est variable 
sur le cercle (1), et X la longueur OA: 
on a OA = OB = OB' = X. 

Les équations de la droite AB sont 

fic — a?' y — J/' ^ 

x ^ y' — d 

celles de AB' sont \ (2) 

X — X y — y' z 

X y d 

D'ailleurs le point A étant sur le cercle (1), on a les relations 

x^ + y^ = X* (3) 

z = o (4) 

x^ + y' — 2nx=o. 
L*cquation du lieu décrit par les droites AB, AB' s'obtiendra 



6t 
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en éliminant a;', y', X entre les secondes des équations (2) 
par exemple, et les conditions (3) et (4). 

Gomme d'ailleurs les équations (2) ne diffèrent que par 
le signe de X, et que dans Télimination on doit élever d au 
carré, il est indifférent de prendre les premières ou les se- 
condes des équations (2) , 

On en déduit \{x — x') = zx' ; (5) 

de (3) et (4) on tire X« =^^x\ 

d> « f A . 

OU X = --:=r- 

2R 

Remplaçant dans (5) on a; 

4^-irJ=""ir' 

ou, en vertu de (4), 



[-^^^] = 



4R« • 
et comme la condition 

x'^ + y'^ — 2Rcc' = o . 
exige j5 = o, 

on a x=: x' 

et y= y' y 

par suite pour le lieu des droites AB et AB' 

[x« + î/« — 2Ra;]* = z^ix^ + j/»), 
ou en désignant par d le diamètre du cercle, on à enfin 

[x2 + î/* — dxf = z^(x^ + y^). 

2. — Nous nous proposons maintenant d'étudier la section 
de la surface par des plans parallèles au plan des xy; pour 
cela il faut couper par z ■= h 

et faire varier h. 
Faisant z=: h dans l'équation de la surface on a 
[x^ + 1/* — dxy = h\x^ + î/«), 
et sous celte forme on reconnaît l'équation générale des con- 
choïdes du cercle ou limaçon de Pascal. 

3. — Les deux génératrices qui partent d*un point B 
quelconque de D, sont telles que Ton a 

BA = BA' = BO. 
Par suite OA = OA' 
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et la trace du plan de ces deux génératrices sera parallèle 
à OY, car, OA et OA' étant des cordes égales du cercle G 
et issues du même point 0, AA' est parallèle à la tangente 
OY. 
Soit H le point de rencontre de AA' avec OX; posant 

OH = X, OB = fx, 
réquation du plan 
de ces deux droites 
est 




X 



+ - = ! 



mais X et [A sont 
liés par une rela- 
tion de condition, 
car on doit avoir 
OA = OA' = |A. 
Par suite dans le 
triangle rectangle 
OHA, on a en désignant par x' et %f les coordonnées du 
point A situé sur los cercles 

X« + î/'« = |x» 
X* -f y « = 2RX 
X« + y'« = rfX; 
|x' == rfX. 
considéré en fonction d'un seul para- 



et aussi 

ou 

d'oîi je déduis 

L'équation du plan 
mètre variable sera donc 

dx 

X* 



+ -f=I. 



(*) 



Cherchons l'intersection de ce plan avec la surface trotivéu 

(œ» + !/» — <to)« = z^ {x^ + t/«). (p) 

Si nous éliminons z entre ces deux équations (a) et (^), 
nous aurons la projection de cette intersection sur le plan 
des xy. 

Faisons cette élimination. 

Oii a en tirant z de (a) 
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Remplaçant dans ^ ou a 

X«(aî« + y« — (te)» = (X* — (te)»(x* + y») 
ou en simplifiant 

-k^x^ + j/')[a;« + y» — X«] + d«aî»[X« — (ac» + y»)] = o 
ou [X«(a?* + y*) — d»a;*][a;* + y* ~ X*] = o. 

La première solution 

X»(x* + y«) — d«a;« = o 
représente les projections OA et OA' de deux droites AB et 
A'B qui appartiennent en effet au plan et à la surface. 

La seconde solution x» + 2/* == ^* (ï) 

est la projection de la conique d'intersection du plan et de 
la surface. Cette équation représente un cercle dont le centre 
est à l'origine et dont le rayon est égal à X. 

On peut donc considérer ces coniques, mobiles dans 
Tespace, comme étant les sections faites par le plan mobile (a) 
dans le cylindre droit représenté par Téquation (y). 

Si donc nous inscrivons dans ce cylindre une sphère tan- 
gente au plan (a), le foyer de la conique sera le point de 
contact de cette sphère et du plan (a). C'est ce point dont 
nous allons chercher le lieu géométrique. Pour cela l'équa- 
tion d'une sphère inscrite dans le cylindre (a) est 

a?" + î/' + (« - j^). = XS (8) 

|x étant la distance de son centre à l'origine (son centre 
est sur oz). 

Mais cette sphère est assujettie à être tangente au plan (a). 

Soient donc {x\ y\ z) les coordonnées du point de contact, 
dont nous cherchons le lieu; le plan tangent en ce point à la 
sphère S est 

xx' + yy + »(^' — l*) + H^* — ^* — {la' = o (1) 
et ce plan doit se confondre avec le plan (a) dont l'équation 

dx , % 
est ~ + T=' 

X X* 

ou ^"'"1* d~^' ^^ 

Identifions ces deux équations. 
Pour cela, ayant écrit la première 

""^yX^ d + X' ""' 
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on a pour l'identiflcatioii 

a' — I* \* 

X d 

La première de ces relations prouve d'abord que tous les 
poittls du lieu sont dans le plan des zx. 

On aura donc l'équation du lieu en éliminant les paramètres 
X et f* entre les équations 

•^ =4 («' 

X ,T ^^' 

et l'équation du plan -;:y' + 'T* ^^ ^ * ^^^ 

De (9) et (4) on déduit [xos + Xd =5 Xcc 

X(x — d) 

^ a; 

Remplaçant dans (4) on a 

I II » ..^ 

a; a 

jsaî — Ux -^d) X 

ou djjo? = X(cc* + doc — d*). 

Remplaçant X par cette valeur dans l'équation (S) on a 

pour le lieu 

dx , z . 

d«j3*aî« ^ dax 



mfm»^ 



(x* + doc — d«)» »* + cfac — d* 
ou (ac* + dcc — d*)* + j5«(cc« + ^ — d*) = ^^«* 

ou (a;« + dcD — d«)» == d««« «* ;i*a?« 

^ , (a;« 4- dcc — d*)' 
ou enfin a' = -i — -^ r — ^. 

d* — cc^ 

4. — C'est une courbe du quatrièitid degré, symétrique 
par rapport à Taxe des x. Si Ton écrit son équation sous la 



— ÏJWw 

forme js' ts ■ ■■ *- — 

on voit que les droites x =^d eix =r:'^d sont des asymptotes 
de la courbe ; d'ailleurs elle n'a pas d*autres asymptotes. 

Ces droites séparent aussi le plan en régions; èomine on 
doit avoir {d — x){d •■{■• x) <q, 

la courbe est donc coDâprisé tout entière entre ces deux 
droites. 

Si l'on cherche les points de rencontre de la courbe avec 
Taxe des z, on trouve les deux points 

s =s d et j5 = — d» 

L'intersection avec oo? est donnée par l'équation 

[«• + 2Raj — 4R«]« = o 
qui prouve d'abord que ces points de reucontre, s'ils sont 
réels, sont dés points doubles de la courbe. 

Résolvons l'équation du second degré 

aj* 4- îRa? — 4R* = o, 

— R±/R« + 4RS 
on i û5 s= =^ L-i — : 

I 

d'où X =± R(/5 — i) et a?" = — R(/5+^. 

A la valeur x' correspond un point double réel A, dont 
la distance OA \ l'origine est égale au double du côté du 
décagona régulier convexe inscrit dans le cercle donné. 

A la seconde valeur x" correspond un point double isolé, 
car les tangentes en ces points sont imaginaires, et de plus, 

comme on a fS -f" * > 2, ce point est en dehors des deux 
droites x == cl et a? = — d. C'est donc bien un point double 
isolé. 

Pour avoir les tangentes au point double A, nous pouvons 
transporter les axes en ee point par les formules 

z = Z 

a5fe±X + R(y/5-_i), 

L'équation étant 

[x - R(v/r- iMx + R(v/r+ .)? 

4B* '-ft œf 



coam ••= Sf , ,— ' ,^ 

4B--[l + BvT-0]' 
et les eoefieients angulaires des langeât^ an point double A 

loot donn^ par la limite de -^^ pour X = o. 



et poor X = o on a 



ï- 4B.-B<V'5-,)' (vT-,) 

_ >(N^r+ ,) 

2 

On a ainsi les denz tan- 
gentes OT et OT à la 
coarbe an point A. 

Qnant an point dooble 
isolé, il est à nne distance 
de rorigine égale an dou- 
ble du calé du décagone 
. régniier étoile inscrit dans 
le cercle donné. Il est en 
B, snr la partie négative 
de l'axe Ox. 

La courbe, qui est d'ail- 
leurs symétrique par rap- 
port à l'axe Ox, a donc la 
forme que lui donne la 
figure ci-contre. 

S. — n faut maintenant 
étudier les parties qui pro- 
viennent réellement de foyers de coniques. 

Les foyers étant donnés par des spbferes inscrites dans un 
cylindre droit ayant pour équation 

et la plus grande valenr de X étant X = d, les pointa limites 
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des parties correspondant à des foyers réels sergnt donnés 

en coupant la surface par le cylindre 

œ' + i/' = *P- 

Ou a alors, pour avoir la projection de cette intersection 

sur le plan des zx, à résoudre les deux équations 

ic' + y* = d' 
et (a=' + î/' - dxf = s'(œ' + y«). 

D'oîi l'on déduit d\d — a;) = s'd' 
ou 3» = {d — a:)', 

ce qui donne les deux droites 

Z — iV^ d, 

c'est-à-dire les parallèles 
aux bissectrices des axes 
passant par les points D 
et D' et les points de ren- 
contre de cesdroites avec 
la courbe sont les points 
limites de parties corres- 
pondant à des foyers réels. 

Par suite, dans la figure 
ci-contre la partie en trait 
plein correspond aux foyers 
réels et la partie en poin- 
tillé correspond aux foyers 
imaginaires. 

On peut remarquer que 
ces deux droites de sépa- 
ration ne sont autre chose 
que les tangentes issues du 
poiui limite B à la para- 
bole 

a? -|- ^dx ^ o, 
qui est l'enveloppe des traces des plans de section sur le 
plan des zx, car l'équation générale des plans de section 
est >.' — \s — dx-=o, 

qui représente la trace, sur le plan des asr, des plans en 



l»Mi4iMi dtt paramètre X. L'eaTeloppe de ces tracée est bien 
la parabole %^ -f- 4dx = a. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Therel, à Versailles; 
Griffon, 4 Montpellier, 



QUESTION 27 



En désignant par Y Vangle aigu ou obtus des asymptotes de 
r hyperbole, angle dans lequel se trouve la courbe, démontrer que 

V— V^B« — AC sin e 
^ A + C — 2B cos 

£ étant égal àzh i, et son signe étant le même que celui du 
discriminant. 
L'équation de l'hyperbole étant 

X* î/" 

siVon pose u =i a* — 6*, l'hyperbole est équilatère si 
u = o, mais nous supposons u différent de zéro et nous 
nous proposons de décider, d'après l'équation générale 

kx* + 2Bxy + Ct/« + 2D(r + 2Ey + F = o (1) 
et sans opérer sa réduction, si la courbe est située dans 
l'angle aigu ou dans l'angle obtus de ses asymptotes ; on 
pourrait dire si Vhyperbole est aiguë ou obtuse. 

b' 
quand u est positif par conséquent^ Tautre quand -r^ est 

plus petit que i, ce qui correspond à l'hypothèse u <Q* 
Or l'on sait que les axes de la conique (j) sont donnés par 
l'équation, 

R> , (A + C -JB CCS 6)A j,..,j^,,^ 

a* a» 

dand laquelle on a supposé, suivant l'usage ; 

A B D 

8== 



Le premier cas est réalisé quand ~ est plus grand que i, 



= (2) 



B 
I> 



C 

1» 



B 
F 



A 
B 



B 

a 



Les nombresa* et -^ 6* étant les racines de (3), oo a da&e 
«« - 6. = (^ + C - ^^B cos 6)^ ^3^ 

Le signe de a" — 6*, celai de w en d'autres termes dépend 
donc uniquement du signe du produit (A + C — 2B eos 0)A : 
or la formule connue 

, -- ^ V^B«— AG . sin d , ^ \/b* — AG sin 6 

tff V = + — ï = + A — 

^ -^ A + G — 2BCOSO — A(A + G— 2Bcos«) 

prouve que si Ton suppose V < 90% par suite o* — 6* positif; 

comme l'on a d'après la formule (3) A(A + G — 2B cos 0) < o, 

il faudra prendre le même signe que A. On voit de même 

que si Y est obtus, il faut encore prendre le signe de A. La 

formule qui donne l'angle des asymptotes, en définissant 

ainsi celui qui comprend la courbe, est donc 

y/B» — AG sin 6 ^ 
^ A+C — 2BC0SÔ ' 

ê étant -4-* i ou — i , savoir -]- i si le discriminant est 
positif, — I s'il est négatif. 

^ ' ■ «-' 

QUESTIONS PROPOSÉES 



32. — On considère des cercles G passant par le sommet 
d'une parabole P, et tangentes à cette courbe en un point 
différent du sommet : — 1. Trouver l'équation générale de 
ces cercles G ; — 2. Trouver le lieu U des centres. Ge lieu est 
une parabole cubique ayant un point de rebroussement dont 
les coordonnées sont (p, 0) ; on demande de déterminer Tin^ 
tersection de U et de P. (G. L,) 

33. — Lieu des points d'oh l'on peut mener à une conique 
quatre normales formant un faisceau harmonique^ (V.) 

34. — On considère deux points fixes et 0\ et une 
droite A perpendiculaire à 00' au point A ; soit M un point 
quelconque de A ; on mène MO et MO' ; puis à la droite MO' 
on élève au point 0' une perpendiculaire qui rencontre OM 
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au point M' ; on pose alors M'O' = x, MO' = jf , el l'on considère 
un point I qui a pour coordonnées x et j/, par rapport à un 
angle droit donné yox. Trouver le lieu décrit par ce point 
quand H se meut sur A, et discuter les différentes formes 
du lieu quand on donne à A ioules les positions possibles 
sur 00'. Démontrer que la courbe est unicursale. (G. L.) 

35. — La question étant posée dans les mêmes termes, 
mais en supposant cette fois que A est parallèle à 00', 
trouver le lieu du point I ; on distinguera les différentes 
formes du lieu suivant que le cercle décrit sur 00' comme 
diamètre est extérieur, tangent ou sécant à la droite A. On 
propose aussi de reconnaître que la courbe trouvée est une 
courbe du sixième degré unicursale. (G. L.) 



NECROLOGIE 

Nous avons le regret d'apprendre la mort de MM. Liou ville, 
professeur au Collège de France, et Bbiot, professeur à la 
Faculté des sciences de Paris. La Rédaction se propose- de 
donner prochainement une notice sur les travaux de ces 
deux savants, qui ont occupé une si grande place dans l'en- 
seignement des Mathématiques en France. 



Le Rédacteur-Gérant, 
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DETERMINATION IMMEDIATE 

pak lb principe de correspondance (*) du nombre dk points 
d'intersection de deux courbes d'ordre quelconque qui 
se trouvent a distance finie 

Par M. Chasles (**). 



Celte question n'est autre que celle de déterminer, en 
algèbre, le nombre des solutions de deux équations à deux 
inconnues; ce qui exige parfois des calculs compliqués. 
Les considérations géométriques, auxquelles se prête îe 
principe de correspondance (qui s'applique de même direc- 
tement à la question algébrique) évitent ces calculs et 
conduisent à une expression fort simple du nombre 
cherché. 

Il suffit de démontrer d'abord ce théorème fondamental 
de la géométrie analytique, que le nombre des points, réels 
ou imaginaires, communs à deux courbes géométriques quel- 
conques d'ordre p et p, est toujours pp. C'est à la démons- 
tration immédiate de ce théorème, qui a offert pendant 
longtemps des difficultés, que se prête le principe de cor- 
respondance (de deux manières) ; et même la simple défi- 
nilion des courbes géométriques d'être rencontrées toujours 
en un même nombre de points, réels ou imaginaires, par 
une droite quelconque, suffit, sans qu'on ait à se servir des 
équations des courbes. 

Théorème I. — Deux courbes (Tordre p et p' ont toujours 
pp' points communs j réels ou imaginaires. 

Prenons des points fixes quelconques, I et 0. Une droite IX 
rencontre la première courbe en p points a ; les droites 
menées de ces points au point rencontrent la deuxième 
courbe enpp' points a ; par ceux-ci on mène pp droites lU. 

(*) Voyez la note p. 222. 

(**) Extrait des Comptes rendus de l'académie dej sciencej. 
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Ces pp droites correspondent à IX. De même, à une droite ID, 
qui rencontre la deuxième courbe en p' points, corres- 
pondent/)'!? droites IX. Il existe donc 2 pp' droites IX qui 
coïncident chacune avec une droite correspondante lU. pp' 
de ces droites sont coïncidentes avec la droite 10, et n'ap- 
partiennent pas à des points communs aux deux courbes ; 
mais chacune despp' autres droites passe par un point a de 
la première courbe coïncidant nécessairement avec un des 
points a de la deuxième courbe situés sur la droite aO. Le 
théorème est donc démontré. 

Les points multiples et les points de contact que peuvent 
avoir les deux courbes ne modifient en rien la démonstra- 
tion, de sorte que le résultat pp est général. 

Observation. — Si les deux courbes avaient un point 
commun sur la droite 10, ce point servirait, comme les 
autres, à former le nombre pp des solutions étrangères ; 
mais, néanmoins, il compterait aussi daus le nombre des 
points d'intersection des deux courbes ; car une droite IX, 
infiniment voisine de 10, donnerait lieu alors à une droite 
correspondante lU, infiniment peu différente de IX, et con- 
séquemment faisant, à la limite, une coïncidence. Mais, du 
reste, on peut prendre les deux points I, sur une droite 
qui ne passe pas par un point commun aux deux courbes : 
ce qui justifie notre raisonnement. 

Théorème II. — Lorsque deux courbes d'ordre p et p 
sont représentées par les deux équations 

(x^, y"jP = o, (x»"', y'*')?' =0' 
de degré p et p', dans lesquelles les puissances supérieures dê^et 
y sont m, n, m', n', le nombre de leurs points d'inUrsection^ 
situés à distance finie, est 

pp' — (p — ûi) (p' — ni) — (p — n) (p' — n') — w, 
0) étant le nombre des points d'intersection des deux courbes qui 
peuvent se trouver à l'infini, autres que ceux qui s'y trouvent 
sur les axes coordonnés, en nombre (p — m) (p' — ^ m') -(- 
(p — n) (p — n ). 

Le nombre total des points d'intersection des deux courbes 
étant pp (Théorème 1), il suffit d*ea retrancher leurs points 
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communs situés à Tin fini. Au nombre de ces points s'en 
trouvent évidemment (p — n) (p — n) sur Taxe Ox et 
(p — m) (p — m) sur Taxe Oy. Donc, si les deux courbes 
ont à rinfini (o autres points communs, le nombre de leurs 
points à distance finie se réduit à 

PP ~" (p — ^) (p' — w ) — (p — ^) (p' — " ^ ) — ^* 
La question se réduit donc à déterminer le nombre u> des 

points communs aux deux courbes qui peuvent se trouver 
sur la droite de Tinfini, autres que ceux qui sont représentés 
par [{p — m) (p* — w') + (p — w) (p — w')]- 

Or cela se fait sans difiiculté. L'équation de chaque 

courbe fait connaître, par une équation en — qu'on pose 

oc 

immédiatement, le nombre et la direction des points de la 
courbe qui se trouvent à Tinfini, ainsi que les tangentes en 
ces points. Ces deux choses, les points et leurs tangentes, 
sont les éléments principaux de la question. 

Deux points des deux courbes situés dans une même direc- 
tion (déterminée par une même valeur de — j sont deux points 

coïncidents, puisqu'ils sont à Tinfini sur deux droites paral- 
lèles; ils comptent donc pour i dans le nombre w. Mais si 
les courbes ont en ce point la même tangente, elles ont deux 
points communs; le point compte donc pour 2. Si Tune 
des courbes a un point double, il compte aussi pour 2, et de 
même pour les points multiple:? d*ordre supérieur. Si les 
deux courbes ont une tangente commune en leurs points 
multiples coïncidents, cette tangente ajoute une unité au 
produit des ordres de multiplicité. 

Il peut entrer aussi dans le nombre o) des points situés 
sur les axes coordonnés Ox,Oy, soit que les courbes aient un 
contact commun avec un de ces axes en son point à l'infini, 
ou un contact avec la droite de l'infini elle-même, au même 
point. 

Sans chercher à énumérer les différents cas que peuvent 
présenter les conditions de contact de deux courbes, je vais 
donner quelques exemples dans lesquels on trouvera toujours 
une vérification du résultat. 
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Voici rindicalion du sujet de chacun de ces exemples. 

I. Les deux courbes ont un point d'interseclion sur la 
droile de Tinfini : w = i . 

II. Les deux courbes ont deux points communs à Tinfini, 
dont un est un point d'intersection et l'autre un point de 
contact : G) = I -|- 2 = 3. 

II bis. Les deux courbes ont deux points de contact à Tin- 
fini : G) = 4. 

III. Les deux courbes ont un point de contact à l'infini, et 
leur tangente commune est la droite de l'infini: (0 = 2. 

IV. Les deux courbes ont un point de contact avec la droite 
de l'infini sur l'axe Oœ : w = i . 

IV Sis. Les deux courbes ont trois points de contact à l'in- 
fini, dont deux sont sur les axes Occ, Oy : w = 2 -f- i + i =4. 

V. La première courbe a un point d'inflexion à l'infini; la 
seconde courbe lui est tangente en ce point : (o= 2. 

VI. La première courbe a un point double à l'infini; la 
seconde 'courbe passe par ce point : w = 2. 

VII. La première courbe a un point double à l'infini ; la 
seconde courbe passe par ce point et est tangente à l'une 
des deux branches : cd = 3. 

VIII. Les deux courbes ont chacune un point double en 
un même point de l'infini, et ont les mêmes tangentes en 
ce point : w = 6. 

IX. La première courbe a un point triple et la seconde 
un point double en un -même point de l'infini; les deux 
courbes ont deux tangentes communes en ce point; en outre, 
elles ont un autre point de contact à l'infini sur Taxe Ox : 
(j} z=z S -{- i = g. 

X. Exemples pris d'un mémoire de M. Minding: (0 = 0. 

XI. Du même : <o = o. 

XII. Autre exemple de M. Minding oÙ(d=:i -f-2 = 3. 
Exemples. Faisons 

N = pp' — (p — m){p — m) — (p — n){p — n ); 
le nombre cherché sera N — (o. 
Soient les courbes 

(I) j/8 — 2y^x -f i/as — I = o, 

y^ — 2J/X — y — 20; + 2 == o. 
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N = 6 — 2 = 4. Les coDrbes ont un point commun à 
rinfini dans la direction de la droite y = 20?. Leurs tan- 
gentes en ce point ne coïncident pas : aussi w = i, et 
N — (0=3. Les deux courbes ont donc trois points d'inter- 
section à distance finie. Effectivement l'équation finale en 
y est Sj/' — 3j/' — 2=0. 

(II)!/' — jxy* -f- H ^'y — 8aî« +71/^ — 3oxy + 2oaî" 

+ 7Î/ + 1 3a: — 1 5 = o 
y^ — 6xy + Sx* + 4y — i2ar -f- 5 = o. 

N = 6. Les courbes ont deux points communs à l'infini, 
dans les directions des droites y = 220, t/ = 40?; le premier 
est un point d'intersection et le second un point de contact 
du premier ordre; la tangente commune a pour équation 
y = 4X — 2; donc w = i -|- 2, et N = 3. Donc les courbes 
ont trois points d'intersection à distance finie, ce qui s'ac- 
corde avec le résultat de M. Magnus {Journal deCrelle, 1843, 
t. XXVI, p. 366.) 

(II bis) 2j/* — 2X^y + !/* — ^ccy -\- 3x* = o, 

y^ — x*y + 3y* — xy — ac* = o. 

N = 9 — 1 = 8. Les deux courbes ont deux points de 
contact à l'infini; leurs tangentes en ces points ont pour 

équations y =x , y = — x . 

Donc (i> = 4;N — 4 =4. Ainsi les deux courbes ont 
quatre points communs à distance finie ; ces quatre points 
coïncident à l'origine des coordonnées oii les courbes oat 
chacune un point double. 

(III) x^ + 2X*y + î/'a; + 3y* + j/ = o 

05* -|- ^^y + !/* + ^ — !/ = o- 
N = 6. Les deux courbes ont un point de contact à l'infini, 

dans la direction de la droite y = — x; leur tangente en ce 

point est la droite de l'infini :(i)=:2etN — (i> = 4. Les 

courbes ont donc quatre points d'intersection à distance finie. 

L'un est l'origine des coordonnées; les trois autres sont 

déterminés par l'équation y' + Sy' + 6y -f" ' == o. 

(IV) y^x — 2y • -f 3an/ -f as* = o. 

y* — x* = o. 
N = 6 — I =5 5. Les deux courbes ont un point de contact 
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ûvec la droite de l'infini sur l'axe Ox: <o = i , N — i =4. 
Ainsi les deux courbes ont quatre points d'intersection à 
distance finie. Deux de ces points sont à l'origine des coor- 
données, oîi la cubique a un point double; les deux autres 
sont déterminés par l'équation finale 2y^ + 3t/ — 2 = 0. 

(IV6 is) y*x — 2yx^ + 2y -f~ ^ = o 

2j/*a5 — 4j/a5* + !/ + 3aj = o. 

N = 9 — 2 = 7. Les deux courbes ont trois tangentes 
communes en trois poinis de l'infini; l'une est la droite 
y = 2Xy et les deux autres sont les axes Oa?, Oy : « = 2 
4. 1 + I = 4, Les deux courbes ont donc N — 4 = 3 points 
d'intersection à distance finie. L'un de ces points est en 0; 
les deux autres sont déterminés par les équations finales 
iy* — I = o, ac* — 3 = 0. 

(V) !/' + a?' — iayx = o 

y^ -{- yx '{-ax= o. 
N = 6. La première courbe a un point d'inflexion à l'infini 
dans la direction de la droite j/ = — . ce; la tangente en ce 
point a pour équation j/ = — a? ^ a. La seconde courbe 
passe parle même point et a lamème tangente. Donc €0 = 2 
et N — <i) = 4. Ainsi les deux courbes ont quatre points d'in- 
tersection à distance finie. Deux de ces points sont à l'origine 
des coordonnées, oîi la courbe a un point double ; les deux 
autres sont déterminés par l'équation finale 2X^ — Sax 
+ i6a* = 0, 

(VI) î/3 _ 3î/»x -f 3yx^ — x^ + y^ — x* + 3y — œ = o 

yt — ^yx -|- 2X^ -|- !/ = O. 

N =: 6. La première courbe a un point double à l'infini, 
dans la direction de la droite t/ = ce ; les tangentes en ce 
point sont la droite y = .x — i et la droite de l'infini. La 
deuxième courbe passe par le même point, et sa tangente 
est la droite t/ = a? -}- ï« ï^^s deux courbes ont donc deux 
points communs : « = 2, N — w = 4. Les courbes ont quatre 
points d'intersection à distance finie, dont un est l'origine 
des coordonnées, et les trois autres sont déterminés par 
l'équation 40?' — 3x" + i23c+ 3 =0. 

(VII) j/' — 3y^x + 3yx* — ce» + j/« — œ* — 3i/ + œ = o 
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N = 6. La première courbe a un point double à Tinfini 
dans la direction de la droite y = x; les tangentes en ce 
point sont la droite de l'infini et la droite j/ = a; -f- i. La 
deuxième courbe passe par ce point et a la même tangente, 
ce qui fait trois points communs aux deux courbes; ainsi 
<o =3,N — (0= 6 — 3=3, et les courbes ont trois points 
d'intersection à distance finie. L'un de ces points est à 
l'origine des coordonnées, les deux autres sont déterminés 
par l'équation finale 3a?* — 705 -j- 3 = o. 

(VIII) y^x — 20?*!/ + ^ H" y* — 5a?i/ -)- 40?* -|- ^t/ = o 

2y*a? — 4x^y + 2X* — !/* + 5a;* + 42/ = <>• 
N = 9 — I =8. Les deux courbes ont chacune un point 
double en un même point de l'infini, dans la direction de 
la droite y = a?, et ont les mêmes tangentes en ce point, 
lesquelles ont pour équations 1/ = x -^i, y = x -{- 2. 

Ce qui fait six points communs à l'infini : w = 6 et 
N — w = 2. 

Ainsi les deux courbes n'ont que deux points d'intersection 
à distance finie. Ces points sont à l'origine des coordonnées, 
011 les deux courbes sont tangentes à l'axe Ox. 

(IX) x(y—xy — (3y + 4X) {y — x) + 6y = o 

x(y — a?)* — 3x(y — x) + 2t/ = o. 

N = 12 — I = II. La première courbe a un point triple 
à l'infini dans la direction de la droite y = x; les tangentes 
en ce point ont pour équations 

y=x+i, î/ =a?+ 2, !/= a5+ 3. 

La courbe est tangente à l'axe Oy, à l'infini. 

La deuxième courbe est aussi tangente à cet axe en ce 
point, et a un point double coïncidant avec le point triple de 
la première ; en outre, ses deux branches sont tangentes à 
deux branches de celle-ci : ce qui fait huit points communs 
aux deux courbes, et un neuvième au point de contact sur 
l'axe Oy; ainsi <i) = 9etN — co = 2. Les courbes n'ont donc 
que deux points communs à distance finie. Ces deux points 
coïncident à l'origine des coordonnées, ou les deux courbes 
Boni tangentes à l'axe Ox. * 

(X) {x,2) y* + (a3,4) y» + {x,5) y + (a?,2) y» + {x,S) = o 
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(CD,8) !/» + (05,9) y' + (^.6) y* + (a?,4) y« 

+ (a5,3)y+(a?,4) = o 
(.T,a) désigne un polynôme en x de degré a (Minding, Journal 
deCrelley t. XXII, p. 178). 

On ne peut déterminer que N. OnaN = 6 . i3 — i • 4 
— 2 . 8= 78 — 20 = 58, quels que soient les polynômes; 
ce qui s'accorde avec la formule de Minding, qui donne 

4.8 + -^+— +5 + 5 + 5 = 4.8+11 + 15 = 58. 

La première courbe a trois points à Tinfini, autres que 
les trois qui s'y trouvent aux extrémités des axes coor- 
donnés; et la seconde courbe n'en a qu'un, lequel se trouve 
infiniment voisin de l'axe des x, dû à ce que la courbe 
est tangente en ce point à la droite de l'infini, de sorte 
que les deux courbes n'auront pas de points communs 
s'exprimant par a; = 00 , y = oo , quels que. soient les poly- 
nômes multiplicateurs des puissances de y ; mais elles pour- 
ront en avoir aux extrémités des axes coordonnés, s'exprimant 
par j/ = G, a; = 00 , ou bien x = o, y = 00 , selon ce que 
seront les polynômes. 

(XI) bx^y^ + aj/* + gx^y -+- exy^ + fcc' + cy^ + kx* 

+ A = 
Pas't/* + fjLo;' + tx^y + 75+ X = o. 
N = 42 — 16 = 26. La première courbe n'a qu'un point 
à l'infini, autre que les cinq qui s'y trouvent aux extrémités 
des deux axes coordonnés, et la seconde courbe n'en a aucun ; 
en outre les deux courbes n'ont pas de contact sur les axes 
Ox, Oy. Donc w = o, et les deux courbes ont leurs vingl- 
six points d'intersection à distance finie ; ce qui s'accorde 
avec le résultat de M. Minding. 

(XII) bxY + gx^y + exy^ ^ fy^ ^ kx^ J^ h=:z o 

pa;8y2 ^ ^^ ^ g^2y _|_ .^y ^ x = o. 

N = 42 — 6 — 10= 26. Ces deux équations sont les 
mêmes que les précédentes, où l'on a fait a = o et i = o 
dans la première. 

La première courbe a l'axe Ox pour asymptote et l'axe Ot/ 
pour asymptote double ; en d'autres termes, la courbe a deux 
points à l'infini sur Ox, et trois points à l'infini sur Oy. 
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La seconde courbe a une asymptote double coïncidant 
avec OXy et cinq asymptotes coïncidant avec Oy, Ainsi les 
deux courbes ont un point de contact (^c'est-à-dire deux points 
consécutifs) à Tinfini sur Taxe Oa;, et un contact double (trois 
points consécutifs) à Tinfini sur Taxe Oy; ce qui fait w = i 
-f-2=:3, N — (0= 23. Ainsi les deux courbes ont vingt- 
trois points communs à distance finie. 

Les trois points qui entrent dans o) forment trois couples 
de solutions des deux équations, savoir 

2/ = o, cc = oo; X = o, y = oo ; x =o, y = oo , 

Ce résultat s'accorde avec la méthode analytique de 
M. Minding. 



NOTE DE GEOMETRIE ANALYTIQUE 



Je me propose de résoudre, dans les pages qui suivent, 
un problème simple et sans doute bien connu, afin d'en tirer 
des conséquences assez importantes, et de jeter un nouveau 
jour sur certains faits de la géométrie cartésienne. 

Désignons, en coordonnées cartésiennes rectangles, par 

U = Mœ* + Nt/« = o (1) 

réquation d'un faisceau de deux droites qui a son sommet à 
l'origine des coordonnées, 

et par ax -{- by -}- i = o (2) 

réqualion d'une droite, fixe comme le faisceau, et qui ne 
passe pas par le sommet du faisceau ; il en résulte que l'équa- 
tion Mcc« + Nt/« + (ax + by + i)« = o (3) 
représente une conique tangenle aux deux rayons du fais- 
ceau (1) aux points où ils sont rencontrés par la droite (2). 

Une droite quelconque du plan peut être représentée par 
l'équation ax -]- by -{- i = Xx -\- [^y (4) 

en y faisant varier X et [x; et on trouvera sans peine que 
cette droite devient tangente à la conique (3) moyennant la 

X* a* 
relation M* "^^ "n" "^ ^ ~ ^ ' ^^^ 
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en d'autres 101*11168, Téquation (5) est l'équation tangentielle 
de la conique (8)) X et (i étant les coordonnées tangentielles 
yariables. 

Gela posé, sur la tangente mobile (4)^ les deux tangentes 
fix9s (1) déterminent un segment dont le milieu P appartient 
à la droite que représente Téquation 

X — a [X — b 
donc, si on élimine X et (x entre les tîoisJ équations (4), (5) 
et (6), on obtiendra l'équation cartésienne du lieu du point P 
à travers toutes les positions de la tangente mobile. Or, les 
équations (4) et (6) nous donnent très facilement 

X = a + 



jx = 6 + 



Mec» + %* 



Ma;* + %« ' 

et portant ces valeurs dans la relation (5), nous trouvons 
pour l'équation du lieu 

Ûx[(-J + -^+t)u + (2aa; + 26«/+i)] = o (7) 

donc le lieu est une courbe du quatrième ordre qui se 
décompose en deux coniques : l'une de ces deux coniques 
n'est autre que le faisceau des deux tangentes fixes, et 
l'autre est une conique proprement dite représentée par 
l'équation . 

{^ + -^+ ')^ + (^'''^-\-^by + i) = o. (8) 

Oi*, si nous comparons cette équation à celle de la conique 
donnée (3), nous voyons qu'en retranchant (3) de (8), il vient: 

^ (bUx - oNyr = o. (9) 

Donc, la conique (8) est doublement tangente à la conique 
donnée (3), et la corde de contact, représentée par l'équation 

bMx — oNy = o, (10) 

n'est autre chose que là droite joignant l'origine au milieu 
de la corde de contact (2) ; les deux coniques ont donc un 
diamètre commun, la droite (10), et se touchent aux extré- 
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tnîtés de ce diamètre; elles sont donc concentHqttes ; et dès 
lors réquation (8) montre qtie le» aaiym^itoteâ du liëtt sont 
parallèles aux deux droites qui forment le faislceâu (1). 

En résumé, nous arons cet énoncé: 

Quand une droite AB roule sur une conique fidSe S, tê ittilieu P 
du segment AB intercepté par deux tangentes fixes GR et GS 
décrit un lieu du quatrième ordre; et ce lieu se décomposé en 
deux autres qui sont : 

4^ Vensemble des deux tangentes fixes OR êi OS ; 

2° Une conique proprement dite, qui est concentrique à la 
première, la touche aux deux extrémités p' et p" du diamètre GH 
qui passe au point G, a pour asymptotes les droites Or et Os 
parallèles aux deux tangentes fixes, et passe en outré par le 
point m milieu de Ga, et par le point n milieu de Op, ctet^ 
étant les points de contact de là conique primitive avec les deux 
tangentes fixes, (Ce dernier résultat est immédiatement visible sur 
l'équation (8). 

Tel est le problème que Je me proposais de résoudre ; je 
vais en donner quelques conséquences. 




Supposons que les deui droites représentées pai* TéqUa- 
tion (1) soient les deux directions asymptotiques d'un cercle, 
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en faisant M = N, le point P sera précisément la projection 
du point fixe G sur la Ungente mobile; en même temps le 
point G sera le foyer de la conique donnée, et l'énoncé 
général donne immédiatement ce théorème : 

Le lieu des projections d'un foyer d'une conique sur les tan- 
gentes de cette courbe est un lieu du quatrième ordre; et ce 
lieu se décompose en deux autres qui sont : 

4^ L* ensemble des directions asymptotiques de tout cercle ayant 
son centre au foyer; 

^ Une circonférence concentrique à la conique, et la tou- 
chant aux deux extrémités de Vaxe focal. 

On trouve ainsi, sans aucun artifice de calcul, le lieu 
complet, tel qu'il doit résulter de la théorie générale des 
podaires ; seulement le foyer n'intervient que pour donner 
un caractère spécial d'élégance au résultat obtenu dans le 
cas général; dételle façon que les explications plus ou moins 
rigoureuses, plus ou moins tourmentées, que l'on consacre 
parfois à la question particularisée, n'ont plus aucune rai- 
son d'être; il est bon cependant d'en faire une justice som- 
maire. 

On explique souvent la nature du lieu étudié pour le cas 
du foyer, en remarquant que le point P est à chaque instant 
situé sur une droite mobile autour du point G, et que par 
suite le lieu du point P doit passer par le point G; mais 
nous ferons remarquer: 

i^ Que la démonstration du prétendu théorème que l'on 
invoque compor'le en certains cas des objections sérieuses; 

2® Que dans les circonstances actuelles ce théorème est 
bien applicable, mais qu'il n'explique presque rien; car il 
ne s'agit pas seulement de montrer que le lieu passe au 
point G; eût-on prouvé encore que le point G est un point 
double du lieu, cela ne suffirait pas encore; le fait essen- 
tiel, c'est la décomposition du lieu total en deux autres ; or 
notre procédé indique immédiatement cette décomposition 
sans faire intervenir spécialement les propriétés focales. 

Il est vrai que si, au lieu d'appliquer le pseudo-théorème 
dont nous parlions, on appliquait en toute rigueur les pro- 
cédés de raisonnement introduits par Poncelet et fortement 
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développés par Chasles^ et pourvu que Ton n'ignorât pas les 
propriétés singulières des directions asymptotiques du cercle, 
on pourrait, en toute rigueur, et sans calcul écrite retrou- 
Ter toutes les conclusions de notre calcul ; mais alors on 
aurait fait, sous apparence géométrique, toutes nos trans- 
formations algébriques, en prenant comme principe directeur 
le principe de continuité de Poncelet ; on peut donc, si Ton 
veut, considérer notre problème comme une heureuse illustra- 
tion de ce dernier principe ; et cette seule raison suffirait 
à justifier tous les détails que nous venons de donner à nos 
lecteurs. 

Nota. — Pour laisser à cet article son véritable caractère, 
nous avons dû passer rapidement sur certains calculs, et sur 
certaines interprétations de formules; mais nous sommes à 
la disposition de nos jeunes lecteurs pour leur transmettre 
des explicalions délaillées. 



QUESTION 12 

Solution par M. Cartier, élève au Lycée d'Angouléme. 



On considère une ellipse rapportée à ses axes ; soient A, A 
les extrémités du grand aoce; B, B' celles du petit axe. On mène 
les tangentes à Vellipse en ces quatre points et une tangente 
mobile A qui rencontre celles^ en des points aa', ^6'. Cela posé 
on propose les questions suivantes : 

I. Équation générale des cercles U décrits sur aa comme 
diamètre, 

II'. Équation des cercles Y décrits sur pp'. 

III. Qusl est r angle d'anomalie du point de contact M de la 
tangente A quand les cercles U, V sont égaux, 

IV. Démontrer que Vaxe radical des cercles U, V n'est autre 
chose que la normale en M. 

V. Par le centre de Vellipse on mène une tangente aux cercles 
V. Démontrer que le lieu des points de contact est le cercle 
décrit sur la distance focale comme diamètre, 

VI. Démontrer que les cercles U, V sont orthogonaux. 
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VIL TrMi}et le lieu décrit pat lés pôintÉ communs. Pémôtt- 
trer qu'il êê ooMpose de deux cercles concenttiques à t'etlipse, de 
rayons .a -f- ^^ ^^ a — b. (G. L.) 

L'équation de Tellipse est 

(c« . y* 

Soit (f ranomâlie oorreâpondant à un point quelconque M 
de cette ellipse. 
La tangente en ce point est 

— cos q> + -T^ sin 9 — 1=0. (A) 

a ^ ^ 

Le point * a pour abscisse a et pour ordonnée — ^ — -, —\ 

^ sin 9 

^ , . 1 . ^ ( ï — sin 9) 
6 a pour ordonnée b et pour abscisse — ^ ^^, & a pour 

*^ ^ cos 9 ^ ^ 

ordonnée — b et pour abscisse — ^ — "^ —, 

cos 9 

1® Le cercle correspondant U a son centre en u dont l'or- 
donnée est — : : son rayon est 

sm <f) 



\I ^ X { b ,1 — cos 9 V \f . , cos* 9 

' \ sm 9 sm 9 / ' sm* 9 

L'équation générale des cercles U est donc 

b 



x^ 



+(»-ii^)-(«*+"-£^)=» 

ou a;» + î/»— 2.-T— -y — c« — 0. (u) 

Din 9 

2<* On trouve de même l'équation générale des cercles V. 

a 

^* + y* —2 ce + c* = o. v) 

cos 9 ' ^ 

3° Lorsque les cercles sont égaux aa' = pp' 

ou B>' — Bp = ± 2a 

a(i + sin 9) a(i — sin 9) 

ou — ^ • ^ ^^= + 2a: 

eos 9 cos (p 

d'oïl cos 9 = + sio 9 

c'est-à-dire 9=1 . 
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On pourrait prévoir ce résultat en remarquant que lorsque 
aa' = pp', la tangente (A) est parallèle à Tune des diagonales 
du rectangle des axes, car on a ou ap = a'p', ou «p' = pa'. 

4° L'axe radical des deux cercles (w) et (v) est 

, ax hy 

cos cp sin çp 

C'est la normale au point <p. 

5® L'équation {v) montre que la longueur de la taûgente 
menée de l'origine à ce cercle est c. Le lieu des points de 
contact est donc le cercle décrit sur la distance focale comme 
diamètre. 

Les tangentes issues de l'origine à {u) sont imaginaires ; 
le carré de leur longueur est — c* comme le montre {u). Le 
lieu des points de contact est donc le cercle imaginaire 
concentrique à l'ellipse et passant par les foyers imaginaires 
de cette conique. 

6° Pour prouver que (u) et [o) se coupent orthogonalement, 
il suffit de montrer que p et p' sont conjugués harmoniques 
par rapport à a et a ; ou que p^ et p' le sont par rapport à D 
et E; on le voit facilement, on a en effet 

B'p' X B'pi = B'D' = a» 

car- B'P' = <^+^^''^) B'P, = ^^^ ^ '^ ^^ 



cos cp cos cp 

7° Pour avoir le lieu décrit par les points communs à (u) 
el (v), on pourrait éliminer cp entre {u) et {v). 

Opérons autrement. 

La droite OM, qui fait avec Ox l'angle cp, coupe le cercle 
(u) en deux points dont les distances p à sont données par 
l'équation p* — 26p — c* = o, 

y 

obtenue en remplaçant dans {u) x^ + yj^ par p*, ^ — par p. 

Elle coupe le cercle {v) en deux points dont les dis- 
tances à sont de même les racines de 

pî — 2ap -f- c* = o . 
Ces deux équations ont une racine commune ^■= a-^-b. 
Elle correspond à un point commun P aux deux cercles. 
Le lieu de ce point est donc le cercle 

p =^ a + ^. 
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Les deux autres racines sont égales et de signes con- 
traires ; donc les deux points F, G sont équidîstants de O ; 
la valeur absolue de ces racines est a — 6. Donc le lieu des 
points F et G est le cercle 

p = tt — b. 

De même la droite faisant avec OX un angle égal à — 9, 
coupe le cercle (t*) en un point Q commun aux deux cercles, 
car Q symétrique de F par rapport à AA' est aussi sur le 
cercle (v). 

On a OQ = OF ou OG = a — 6. 

Le lieu de Q est le cercle p = a — 6. Les autres points 
où elle coupe les deux cercles, H et K sont évidemment 
symétriques par rapport à dont ils sont à une distance 
égale à OP = a -}- &• Leur lieu est donc le cercle p -= a-\-b. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Petouzet, à Bar-le- 
Duc ; Lutaud et Finat, à MouUds; Griffon, à Montpellier; Onillon, à Versailles 
Montérou, au lycée Louiâ-le-Grand ; Lapareillé, au lycée Henri IV. 



QUESTION ta 

S^olution par M. Trocmé (*), élève au Lycée Charlemagne. 



On considère la parabole P 

(Xy — x)2 — 2ax = o, 
qui est tangente à Vaxe Oy au point 0, et qui coupe l'axe des x 
en un point M tel que OM == 2|x; on considère aussi la parabole 
cubique Q, enveloppe des normales de P. Cette courbe est tangente 
à Vaxe Ox au point A, et coupe cet axe en un autre point -B; 
soit enfin G le point de rencontre de l'axe de P avec Ox. On 
imagine maintenant que, d'un point R, mobile sur Ox, on mène 
à la courbe P des normales. 

Ce problème dépend d'une équation du second degré. 

4^ Délerminer et discuter cette équation, et montrer quels 
résultats elle donne quand on suppose successivement le point R 
à Vun des points A, B, G ou M. 

[*) Aujourd'hui élève à l'École polytechnique. 
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^ Après avoir déterminé en fonction de X les rappoiUs 

OA OB OC ,, , . . , ,. „ 
^ -__ ^ -__ , déduire de ces relations que l on a 

2OA . OC = AG . OM. 

3^ Examiner successivement le cas où le point B se confond 
avec 0, et celui où 
le point A coïncide 
avec M. Énonc-er les 
théorèmes auxq uels 
donnent lieu ces deux 
hypothèses. 

4® Démontrer que le 
paramètre ^ de la 
parabole est donné par 
la formule 

P = ' — T 

a» +1)4 

et que Véquation de ' 
Vaxe est 




V- 



= o. 



5® Trouver Venveloppe de cette droite quand on suppose que [x 
est constant, et construire la courbe donnée. (G. L.) 

1** Exprimons rationnellement en fonction d'un paramètre t 
les coordonnées d'un point quelconque de la parabole. Posons 
Xy — x = t. L'équation de P devient, en remplaçant >t/ — x 

par /, /* — 20.03 = o; d'oîi on lire x =. 

n ^» X L X + t i* -f 21/./ 

On a d autre part y = ^ = . 

L'équation d'une normale au point x' y est 

-(Xî/'-OD')-(x= -KiXy'-x')' 
Écrivons que cette normale passe par le point x =a: y =0 
en désignant par a la distance OR 

c — x -r- y 



(1) 
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Soit t le paramètre correspondant au point x' tf situé sur 
la courbe. Ea remplaçant dans (1) x' y' par leurs valeurs en 
fonction de t, on aura l'équation qui fera connaître les para- 
mètres caractéristiques des points oîi aboutissent les nor- 
males issues de R, 



a 



2\L 2\Lk 



ou en simplifiant 

/* (X« + i) + 3[i.t + 2{x« — 2«Xa(x = o. (2) 
Nous avons supprimé la racine ^ = o qui correspond à 
Torigine. 

On peut écrire l'équation (2) en posant — z=zK^ 

-Ç-a'+i) + — + 3-2X'K-0. (3) 

Cette équation aura ses racines réelles si 

9_8(i 4-X')(i — X'K) >o, 
ou 8X'K(i +X«) — 8X»+ I >.o, 

Donc pour toute valeur de K inférieure à 

8X^ — I 
8X* (X» + i) ' 
on ne pourra mener à la parabole qu'une seule normale 
réelle Ox, Pour la valeur particulière 

8X* (X« + i) ' 

on a deux racines coïncidentes, le point correspondant se 
trouve sur la développée en B (fig. 4) et on a 

Le coefficient angulaire d'une normale est donné 
_ X (Xy^ — x') _ \t 

Au point A une seconde normale se confond avec Oo;. On 
doit donc trouver y = o, ce qui exige ^ = o. 
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L'éqaation (3) admettant une racine nulle, on a la condition 

I — X»K = o, 

,, ^ „ 2OA I 

d ou K = = . 

OM X» 

Au point G, une normale se confond avec Taxe. On doit 
donc trouTer Y = -r- pour le coefficient angulaire. 

A 

I — X t 



X < + (* • 

d'où <=: ^^ 



I +x» ' 

oc 

Pour avoir le rapport «rrrr-, il suffit de porter eelie valeur 

de t dans ]'équation (3). Il vient 

I 3 

d'où on tire 



OM ~ X«+i • 
2o — Éliminons X* entre les deux relations 

2OA _ j^ 3OG _ I 



OM X« OM X» + I ' 

OM OM — 2OC 

On aura -— r-r- = pr^; , 

2OA 2OG 

ou OA. OC = OM (OA — OC) = OM. AC, 

ce qui démontre les propriétés énoncées. 

8* — Supposons d'abord que les points et B soient 
confondus. On doit avoir OB == o . Mais on a 

2OB _ 8X« — I 

■"ÔM"" 8X«(X^+ i) • 
d'oîi X> = 4-. 

o 

OA 2OA 

Si on calcule le rapport -Tyirr» ^^ ^ {\\r ^^ ^' 

d'oîi OA = 4OM. 

On a de même 4^ = — • d'oîi OC = -i-OM. 

OM 9 9 
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Comparant avec la valeur de OA, 

9 
On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Si Von considère une infinité de parabole 
tangentes à l'origine à Vo/xe des y et telles que la parabole 
cubique passe également par Vorigine et soit tangente en A à 
Vaxe Ox, si M est le second point d'intersection de Ox et de la 
parabole^ le rapport des distances du point aux points A e/ M 
est constant et égal à 4. Si G est le point d'intersection de Vaxe 
avec Ox, le rapport entre OA et OC est constant et égal à 9 . 

Supposons maintenant que A coïncide avec M. On a 

2OA I ,, ^ ^• I 



OM X« 2 

n 1 2OB 8X« — I I ._ OM 

On a alors == ^ . — r- = — OB = 



OM 8X* (X* + i) 2 4 " 

De même -^ = .^^^-_ = _, 0G = -^. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorôme. — Si on considère une infinité de paraboles 
tangentes àOj à l'origine et la parabole cubique tangente à Ox 
au point M d'intei^section de la parabole et de cette droite^ fe 
point B est à une distance de Vorigine égale au quart de la dis* 
tance Oyi; déplus OC est le tiers de OM. 

4** — L'axe est la parallèle à la droite Xy — x=:o menée 
par le point G. Or, on a 

2OG __ OG _ I 

OM ■" [A "~ I + X« ' 
d'oîi l'équation de Taxe 

Pour calculer le paramètre, abaissons OH perpendiculaire 
sur Taxe. OG étant une normale, G H re présente le paramètre 
p. On a donc p« = ÔH» — OG». 

Mais OH, distance de l'origine à Taxe est donné par 
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0H = 



0G = 



p« = 



ou p = 



I -f X' 



(I + »)à7 (, + «)xl- 



(X 



(i+X«) 
(i + X')' 



s** — L'équation de Taxe est 



UL 



Si la parabole P passe par un point fixe de Ox, «x est con- 
stant et X est le paramètre variable. 
L'équation (1) peut s'écrire 

X'y — X*a; + ^J/ + i* — a; = o. 
Il faut exprimer que cette équation du troisième degré en 
X a une racine double. Pour cela nous rendrons Téquation 
homogène en X et jz, en posant js = i et nous annulerons les 
deux dérivées partielles par rapport à X et àz. 

f{Xz) = \'y — X^zx + Xz^y + (fx — x)z^ = o, 
f\ (Xz) = 3X«y — 2X0; + 1/ = o, 
f'.ipz) = 3(iA — x) + 2X1/ — X*x = o. 
Éliminant X' par la règle connue, on a le lieu cherché 
[9î/(l* — ^) + ^yV = (6j/* — 2x*)[— 2t/* + 6x{x — [X)]. 
C'est une courbe du quatrième degré. On peut l'écrire 

yHgy- — 8a?/ = 4(31/* — x^){3x* — y^ — 3{JLa;). (A) 
Les termes du degré le plus élevé sont 
64x'j/» — 4(3j/* — a;*)(3x* — y^) = i2X* + i2y* + 24XV. 
Il n'y a donc pas de points à l'infini, puisque Ton peut 
écrire ce groupe sous la forme 

Ordonnons l'équation par rapport à y^, 
i2y* + î/'(8i|x* — I44aa5 + 640?" — 36flD' + 36[xa; — 4a;') 

+ 12X^(0? — [jl) = o, 

ou en simplifiant, 

4y* + y*(27l** + 805* — 36[t.x) + 4X^{x — jx) = o. 
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Pour que celte équation en y» ait ses racines réelles, il 
faut que 

U = (27ji.« + &x^ — 36iLxy — 64a^(x — |x) > o, 
ou 

U = (27V -^ (i.»a;«(36«+ 16.27) — 54.36.[A'a; — 8«[xa?«) > o 
ouU = {x(27V — 3,8.81 .[A^o; + 3.9.8*.(xx> — S^x^)>'ô 
ou enfin U = {^(9(1. — 8a?)' > o. 

Pour que U soit positif, en supposant [jl supérieur à o, il 

9î^ 



faut que 



X < 



8 



Les valeurs correspondantes de y* sont égales 

/ J 



1 _ Jg' _ 271^* 

^ ~ 3 ~ 



8 







/ 



Revenons à l'é- 
quation de la 
courbe mise sous 
la forme (A). 

Les deux droi- 
tes 3y' — ce* = o 
et l'hyperbole 
3a?'* — y — 3[iuc 
, = séparent le 
plan en régions 
et il n'y a p^sde 
points du lieu 
dans les parties 
ombrées de la Au- 
gure 2» 

L'hyperboleSûC- 
-- y» — 3[J!.a? = o 
a son centre au 



1^ 



point y z=o, xz=z— , ses sommets réels aul points 2/ = 0, 

ir= cet y = o, X = \L. Les asymptotes font uû angle de 60° 
avec Taxe des x. 

Si on cherche directement les points d^intersectîon de la 
.courbe et de la droite ûc= -^ ♦ on peut remarquer qu'ils 
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appartiennent aux deux droites S;/* — x* = o, et à l'hyper- 
bole Sac* — y^ — SjJLa? = o. Or on trouve pour les ordonnées 

la même valeur y=z-\- j^ — . 

^ — 8 _ 

Les deux points x = -^ , J/ = i [^ — \ — sont donc 
deux points doubles, et comme il n'y a pas de points de la 
courbe au delà de la droite x = -^ , ce sont deux points 

o 

de rebroussement. 

Pour avoir la tangente en l'un de ces points, considérons 
les deux dérivées secondes fy2 et f'^y. 

fy= i6y^ + 2y(27î/.« + 8x' — 36{jLa?) 
' /^2 = 48j/« + 54(1.» + 1 6a;* — 721*0? 
A = 22/(1 6a; — 36(1.). 
Remplaçons dans ces deux dérivées xeiy par leurs valeurs 

f\ devient égal à -^^ 

et r^ ... -^Z^. 

Le coefficient angulaire de la tangente est ^ z=iy/3. 

Gomme l'origine est aussi un point de rebroussement, 
la tangente étant Oa?, on voit que la courbe présente trois 
points de rebroussement qui sont les sommets d'un triangle 
équilatéral, et que les tangentes en ces trois points «ont les 
hauteur^ de ce triangle. 

Si X est compris entre et (i., le produit des racines de 
l'équation en y« est négatif et l'on n'a que deux valeurs réelles 
pour jf> égales et de signes contraires. Au point j/ rs: o? == [*, 
la tangente est verticale. 

x Variant de (a à-^, on a pour y quatre valeurs égales 
deux à deux et de signes contraires. 
Enfin les poiiits o; = (jl, y = di -^appartiennent à la courbe, 

Nota. ~ La môme question a été résolue par M. Petouzet, à Bar-le-Duc . 
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QUESTIONS PROPOSEES 



36. — On coDsidère les ellipses E. ayant le même centre, 
leurs axes de direction fixes, et homothétiques ; par deux 
points fixes, Tun Â pris sur ox, l'autre B pris sur oy, de 
telle façon que oA. = a, oB =6, on fait passer des cercles 
G tangents à E au point I. Trouver le lieu de ce point. 
Ce lieu est une cubique ; on propose de la construire dans 
le cas particulier oîi les courbes E sont des cercles. 

(G. L.) 

37. — On considère une parabole P, et sur cette courbe 
un point G. Soit N la normale en ce point. 1® Trouver sur 
celte normale un point D, tellement choisi que le cercle S 
décrit de D comme centre avec DC pour rayon rencontre P 
en deux points A et B, en ligne droite avec D. 

2® Démontrer que la surface du segment parabolique qui 
a pour corde AB est constante quand le point G se déplace 
sur la courbe P. 

3® Équation générale de la droite AB. Démontrer, au 
moyen de cette équation générale, que Tenveloppe de ces 
droites est une parabole égale à la proposée. 

4° Reconnaître que cette enveloppe se confond avec le 
lieu des centres des cercles S. Expliquer cette coïncidence. 

o'' Aux cercles S, on mène des tangentes parallèles à la 
droite AB. Démontrer que le lieu des points de contact est 
formé de deux paraboles, dont Tune est égale à la pro- 
posée quand on déplace celle-ci parallèlement à elle-même 
de la longueur 4p, dans la direction positive de son axe. 

(G. L,) 



Le Rédacteur-Gérant. 
E. VAZEILLE. 
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NOTE 

relative a la détermination dd nombre des points 
d'intersection de deux courbes 

d'ordre QURlXliONQUEy QUI SE TROUVENT A DISTANCE FINIE 

Par M. Chastes. 



Les équations de deux courbes p et p étant 

(cc°>, j/°)P = o (a^\ y'^yP' ~ 0, 
le nombre de leurs points communs situés à distance finie 
est pp -^ (p — m)(p — m') — (p — n){p — n) — w, 
(0 étant le nombre des points communs aux deux courbes qui 
se trouvent sur la droite de l'infini, autres que ceux qui, situés 
sur cette droite et sur les axes des coordonnées, sont repré- 
sentés par les deux termes (p — m){p — m'), (p — w)(p' — n'). 
Gela résulte de ce que le nombre total des points (7*éels ou 
imaginaires) communs à deux courbes d'ordre p et p' est tou- 
jours pp'. 

En donnant une première démonstration de ce théorème 
par le principe de correspondance, j'ai annoncé que le même 
raisonnement se prêtait à une seconde démonstration. C'est 
celle-ci qui fait l'objet de la présente note. Cette démonstra- 
tion, extrêmement simple, repose sur une seule propriété des 
courbes géométriques, savoir : que le nombre des tangentes, 
réelles ou imaginaires, qu'on peut mener par un point à une 
courbe, est constant, quel que soit le point ; ce qui est évi- 
dent, puisque la recherche de ce nombre est un problème 
déterminé. 

Théorème. — Le nombre des points communs à des courbes 
d'ordre p et p' est pp. , • 

Une droite IX, tournant autour d'un point I, rencontre la 
première courbe en p points a ; par chacun de ces points, on 
mène les tangentes de la seconde courbe, qui (réelles ou 
imaginaires) sont en nombre constant q\ ce qui fait pq tan- 
gentes ; et par leurs points de contact a on mène pq droites 

JOURNAL DB MATH. SPÉG. 1882. 13 



- 266 — 

lU. Ces pq droites correspondent à la droite IX. A une 
droite lU correspondent pp droites IX ; car une droite lU 
rencontre la seconde courbe en p' points a', et les tangentes 
en ces points coupent la première courbe en p'p points a, 
par lesquels passent les p'p droites IX correspondant à lU. 
Il existe donc pg -^-pp droites coïncidant chacune avec une 
droite correspondante lU, pq de ces droites coïncident avec 
les q tangentes de la seconde courbe, qu'on peut mener par 
le point I ; et les pp autres sont les droites qui passent par 
les points d'intersection des deux courbes. Donc ces points 
d'intersection sont en nombre pp\ c. q. f. d. 

Observation. — Au lieu des tangenteB que l'on suppose 
menées de chaque point de la première courbe à la seconde, 
on peut se servir des normales : le raisonnement et la con- 
clusion" sont les mêmes. On dira : Une droite IX rencontre la 
première courbe en p points a, de chacun desquels on mène 
les normales de la seconde courbe, en nombre constant qr', ce 
qui fait pq' normales ; par leurs pieds on mène pj' droites lU. 
Une droite lU, menée arbitrairement, coupe la seconde 
courbe en p points, et les normales en ces points rencon- 
trent la première courbe en pp points, par lesquels passent 
p'p droites IX. Il existe donc pp -|- pq droites IX qui coïn- 
cident chacune avec une droite correspondante lU. De ces 
coïncidences, pq ont lieu sur les q' normales de la seconde 
courbe menées par le point I. Ce sont des solutions étran- 
gères, et chacune des pp autres coïncidences a lieu quand 
une droite IX passe par un point commun aux deux courbes : 
Car ce point est le pied d'une normale à la seconde courbe. 
XiC 1;héorème est donc démontré. 

Il serait rare de trouver un pareil exemple de l'usage des 
tangentes ou des normales, indifféremment» dans une même 
démonstration. 

On conçoit que le principe de correspondance s'applique 
avec la même facilité à la démonstration du théorème cor- 
rélatif, savoir : que le nombre des tangentes communes à 
deux courbes de la classe nn respectivement est nn\ 

Démonstration. — D'un point x d'une droite l on mène 
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n tangentes à la première courbe; puis, de leurs points de 
contact, n n' tangentes à la deuxième courbe, lesquelles 
coupent { en nn points u. D'un point t^ de Z on mène n 
tangentes à la deuxième courbe, lesquelles rencontrent la 
première courbe en nm points ; les tangentes en ces points 
coupent l en n'm points x. Il existe donc nn + nm points x 
qui coïncident chacun avec un point u correspondant ; nm 
de ces points coïncident avec les m points de la première 
courbe située sur /. Les nn autres appartiennent à nn' tan- 
gentes communes à deux courbes. Donc 

Le même raisonnement convient pour démontrer que 
deux courbes u^,u%,' admettent (m -f n){m' -f- w) normales 
communes; ou bien que n (m' -j- ^) tangentes à la première 
courbe sont normales à la seconde. 

Je vais donner quelques exemples de contacts d'ordres 
supérieurs en des points de Tinfini, exemple que Ton ne ren- 
contre guère dans les traités de Géométrie analytique, ainsi 
que dans les applications de la théorie de l'élimination, 
que pour des contacts simples. 

La tangente au point de contact de deux courbes, supposé 
à l'infini, peut avoir quatre positions différentes qu'il y a lieu 
de distinguer. 

Elle sera un des axes coordonnés, ou parallèle' à l'un de 
ces axes, ou aura une direction quelconque, ou enfin elle 
sera la droite de l'infini. Ce dernier cas se subdivise, rela- 
tivement à la position du point de- contact, qui peut être sur 
un axe coordonné ou dans une direction quelconque. 

(1) axy^ + bxy + ex + ey^-x + /i/» = o 

ax^y + bxy + ex + ey^x + /"t/* = o 
faisant pp — (p ^- m)(p -— m) — (p^-* n)(p' — nj = N 
ici N = 9 — I — 1 = 7. 

Les deux courbes sont tangentes à l'axe Ox en son point 
de l'infini, et ont en ce point un contact du troisième ordre ; 
donc 0) = 3, et N — u> = 4. Ainsi -les courbes oot quatre 
points communs à distance finie:- deux de ces points coïn- 
cident en 0, où les courbes sont tangentes à l'axe Oy ; les 
deux autres sont sur la droite {e — e') ce + /* — /' = o. 

(ï) ay^x + cy^ + /t/* +• *>^*y* + ^*V + 5^!/ + '^^^ =» ô 
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ay*x + cy*x + /y* + b'x*y* + ex*y + gxy + ^'^c* = o. 

N = i6 — I — 4= II. Les deux courbes sont tangentes 
à Taxe Oy à Tinfini, et ont en ce point un contact du troi- 
sième ordre, ce qui leur fait trois points à Tinfini, outre celui 
qui a été compté dans la valeur de N. Ainsi w = 3 et 
N — (i> = 8. Les courbes ont donc huit points communs à 
distance finie. Quatre de ces points coïncident à Torigine 
des coordonnées, où les deux courbes ont chacune un point 
double. Les quatre autres sont déterminés par une équation 
du quatrième degré en y, qu'on obtient ainsi : des deux 
équations soustraites Tune de l'autre, puis divisées par (rt/, 
on tire une expression de x en fonction de y, qui, mise 
dans une des équations, donne l'équation finale du quatrième 
degré. 

(II) ay^x + fey* + cy + ex^y + fx* -]- gxy + hx = o, 
ay^x + ^2/* + c'y + ex'^y + /i»* + 9^ + &c = o. 

N=9 — I — I =7. Les deux courbes ont un contact 
du second ordre au poÎDt à l'infini sur Oo; ; leur tangente 

f 
en ce point est la droite t/ = —\ on a donc a> = 2 et 

N — (0 = 5. Ainsi les courbes ont cinq points communs à 
distance finie. L'un de ces points est à l'origine des coor- 
données. Les quatre autres sont déterminés par une équa- 
tion finale en a? ou en y qu'on obtient sans difficulté, car des 
deux équations proposées on tire celle-ci : 

(o — d)yx + (6 — h')y + (c — c) = o, 
et la valeur de a? ou de y tirée de cette équation et mise 
dans l'une des deux premières donne une équation du qua- 
trième degré. 

(Il) ax^y 4- hx^y^ + co?* -f ex^y -f- fy^x -j- ?J/* + hyx = o, 
ax^y -f- bx^y^ -{-cx^ -{- ex^y + fy^x + gy^ + ^'V^ = o. 

N =16 — I — 4 = 11. Les courbes ont à. l'infini cha- 
cune un point double sur l'axe Oy, et un point simple sur 
l'axe Ox; donc N = i6 — 4 — i =11. Mais ce point sur 
l'axe Ox est un contact du second ordre dont la tangente a 

pour équation y = , ce qui fait deux points de plus à 

l'infini. Enfin, les deux courbes ont en outre un point d'inter- 
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section àTinfini dans la direction de la droite j/ = r- a;. On a 

donc a>=2-|-i = 3etN — 3=8. Ainsi les deux courbes 
ont huit points communs à distance finie. Cinq de ces points 
coïncident à l'origine des coordonnées oîi les deux courbes 
ont chacune un point double, dont une branche de chacune 
est tangente à Taxe Ox. Les trois autres points communs 
aux deux courbes sont déterminés par une équation finale 
en œ ou en y du troisième degré. En effet, des deux équa- 
tions proposées, soustraites l'une de l'autre, on tire 

(f — f)y^ + (ff — 9)y + C^ — A> = 0, 

et l'élimination de ce ou de i/ entre cette équation et l'une 
des premières conduit à l'équation du troisième degré. 

(III) 9a;* — x^y^ — ocy^ — 2>ocy + 2/' = o 

9CC* — x^y^ + 90;' — 6x'^y — 1805* + 2j/* = o. 

N=i6 — 2 — 2= 12. Les deux courbes ont un contact 
du second ordre en un point de l'infini, situé dans la direc- 
tion de la droite y = 3x (leur tangente en ce point ayant 

pour équation y = 3x j. 

Donc (o == 3 et N — w = 9. Ainsi les deux courbes ont 
neuf points communs à distance finie. Cinq coïncident à l'ori- 
gine 0, 011 les deux courbes ont chacune un point double, 
dont deux branches ont une tangente commune. Les quatre 
autres points communs aux deux courbes sont déterminés par 
une équation finale en x du quatrième degré, qu'on obtient 
en retranchant les deux équations l'une de l'autre, d'oîi l'on 

3x (x ^"" 2^ 

conclut V = ^ ^; cette valeur de w, mise dans une 

^ X + i 

des équations, la réduit au quatrième degré en x. 

(Iir) 5x^ — 6x^y + û:j/* + 5x^ — ^xy + t/* + 3t/ = o 

5cc* — 6xy + î/* — 4^ — 2y -\- 3 = o. 

N = 6. Les deux courbes ont deux points communs à Tinfi 
ni; l'un, dans la direction de la droite y = Sx, est un point d'in- 
tersection ; et l'autre, dans la direction de la droite y = x, est 
un point de contact du second ordre, dont la tangente a pour 

équation y = ce -J , ce qui fait quatre points communs à 
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rinfini ; donc w=:4etN — <o = 2. Ainsi les deux courbes 
ont deux points communs à distance finie. On trouve sans 

difficulté que ces points ont pour coordonnées x = — 



2 



(IV) ax'^y^ + hxxj^ + ^J/' + ^x^'t/ -f ^o;' + jajt/ + Ay = o 
acc*i/' + 6a:î/* + ^f + ^'^^y + /'^' +S'^2/ + ^V = o- 

N = 16 — 4 — I = II.. Ces courbes sont tangentes à la 
droite de l'infini à Textrémité de l'axe Oj/y et ont en ce point 
un contact du troisième ordre, ce qui leur fait trois points 
communs, outre celui qui se trouve compris dans la valeur 
de N. Ainsi (d = 3, et N — ai.=: 8. Les courbes ont donc huit 
points communs à distance finie. Quatre de ces points coïn- 
cident à Torigine des ooordonnées où lés deux courbes ont 
chacune un point double. Les quatre autres sont déterminés 
par une équation finale du quatrième degré en a:, qui s'ob- 
tient sans difficulté. Les deux équations étant soustraites 
Tune de l'autre, il en résulte une équation où y n'entre qu'au 
premier degré, et dont la valeur mise dans l'une des deux 
proposées, donne l'équation du quatrième degré en x, 

{lY)ay\x;^ + hyx'^ + cx^ + ey^'x + fy^ -f gyx + /ix* = o 

ay'^x -{- byx -j- ex* + g' y + h'x = o. 
- N;=ï2 — I — 2=9. Les deux courbes sont tangentes à 
la droite de l'infini à l'extrémité de l'axe Ox, et ont en ce 
point un contact du troisième ordre; ce qui leur fait trois 
points communs, outre celui qui entre dans la valeur de N : ainsi 
to) = 3 etN — (d=:6. Les courbés ont donc six points com- 
muns à distance finie. Deux de ces points sont à l'origine des 
coordonnées, où la première courbe a un point double. Les 
quatre autres se peuvent déterminer par une équation du 

y 

quatrième degré en -^, dont les racines a exprimeront les 

X 

directions des droites y = ax, qui, partant de l'origine 0, 
passent par les quatre points. Eu effet, la seconde équation 
étant multipliée par x et soustraite de la première, on a 

ey^^ + fy^ + (9 — 9)xy + {h — h)x^ = o 



d'où 
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I X* 

""' fi + (9-9')^+ih-h')' 



Cette valeur de — , mise dans la première équation divisée 

Ou 

d'abord par ce* et écrite ainsi : 

05» ' \ a?» ^ X ^ J X ^X x*^^ x^ Jx* * 

la transforme en une équation du quatrième degré en — , 

dont les racines déterminent les quatre points communs 
aux deux courbes. 

(V) ax^ + bx^y + cxy^ + ^* + ^^U + /^ + ?!/ = o 

ax^ + bxy -\- cy^ -{- dx + ey -{- f' = o 
où Ton a 6* — 4ac = o. 

N = 6. Les deux courbes ont un point commun à Tinfini, 

b 
dans la direction de la droite v = ^ ; elle» sont 

tangentes en ce point de la droite de Tintini, et ont entre 
elles un contact du troisième ordre. Donc w ^ 4 et N — w 
= 2. Ainsi les courbes ont deux points communs à distance 
finie. Et, en effet, ces points sont accusés par Féquation 
(f — f)x -}- gy = o, qu'on tire des deux proposées. 

(V) x^ + 2û?*2/ "h ^y^ — ^* — 4^y — 20? — 3j/ = 
x^ + 2x^y + xy^ — X* — ^xy — 3a? — y = o, 

N = 9 — 1=8. Ces deux courbes sont tangente», à la 
droite de Tinfini, au point situé dans la direction i( = o;, et 
ont en ce point un contact du troisième ordre. En outre, elles 
sont tangentes à Taxe Oy au point de Tinfini ; on a donc 
(0 = 4+1=5 et N = 8 — 5 = 3. Ainsi les deux courbes 
ont trois points communs à distance finie. L'un de ces points 
est à Torigine des coordonnées, les deux autres sont sur la 
droite 21/ — 5x = 0. 

Observation. — On facilite les caleuls relatif à des con* 
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tacts d'ordre supérieur en des points de l'infini, en les 
ramenant à des contacts de même ordre à des distances finies, 
par une transformation homographique. Les formules les 
plus simples sont celles-ci : 

I d 

et «; = ^, y = -^ 

par lesquelles la droite de Tinfini devient un des axes coor- 
donnés. 



ETUDE SUR LES COORDONNEES TRILINEAffiES 

ET LEURS APPLICATIONS 
Par M. E« «f . Boqnel. 

[Suite ^ voir p. 181.) 



APPLICATIONS 

Avant de continuer l'étude générale du système trili- 
néaire, et pour en faire mieux saisir Tutilité, nous en ferons 
immédiatement quelques applications choisies parmi celles 
qui n'exigent que la connaissance de la ligne droite. Ces 
applications, d'ailleurs très simples, familiariseront le lec- 
teur avec l'emploi des coordonnées trilinéaires, et lui ren- 
dront, par conséquent, plus facile l'intelligence des théories 
qui viendront par la suite. 

Polaire d'un point donné par rapport à un système de 
deux droites. — Proposons-nous de résoudre le problème 
sous la forme suivante ; Si par un point P pris dans le plan 
d'un angle xOy on mène une sécante fixe PBA et une sécante 
mobile PBA', les diagonales BA' et BA du quadrilatère ABBA' 
ainsi formé se coupent en un point M dont on demande le lieu 
quand la sécante mobile tourne autour du point P. 

Nous prendrons pour triangle de référence le triangle 
fixe OAB; soient a = o, p = o, y = o les équations respec- 
tives de ses côtés OA, OB et AB. 
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Le point fixe P sera regardé comme défini par Tinlersec- 
lion des deux droites fixes ABP et OP. La première a pour 
équation y = o ; la seconde, qui passe par le sommet du 
triangle de référence, aune équation de la forme a = Xp; 
les coordonnées du point P satisfont donc à la fois à ces 
deux équations. 

La sécante mobile PB'A' a une équation de la forme 
générale ma + ^P + l>y = o. (1) 

Elle passe par le point P : donc son équation doit être 
vérifiée quand on y remplace à la fois y par o, et a par Xp ; 
on aura identiquement 

mip -(- ^P = o ; 
d'où -w = — niX, 

L'équation (1) devient, en tenant compte de cette condition, 

m(a — A(5) + joy = o (2) 

que l'on peut, d'ailleurs, poser directement comme droite 
passant par le point de rencontre de deux droites données. 
Les coordonnées des points B' et A' oh cette droite coupe 
les côtés OA et OB du triangle de référence, satisfont respec- 
tivement aux équations 

) moL -f- py = o ) py — mk^ = o 

Les droites BA' et B'A qui passent chacune par un sommet 
du triangle de référence ont des équations de la forme 

(BA') p = ky, (AB') y = hx. 

La première passant en A', son équation doit être rendue 
identique par les coordonnées de ce point A' ; donc 

p — mfi\ = o, 

p 
ce qui donne : k = -"-r-. 

La seconde doit l'être par les coordonnées du point B' ; de 
là m -{- ph = o, 

d'où /i = _JÎL. 

P 
Les équations de BA' et de AB' sont donc respectivement : 

ou mkp =r py, (3) 
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et Y = a 

p 

ou PT = — ^»' (4) 

Entre (3) et (4) éliminant le paramètre variable — , on 
aura l'équation du lieu. 

Il vient ainsi — ^ := i, 

— a 

ou a + ^? = o- (S) 

L'équation (5) représente une droite passant par le sommetO 

du triangle de référence; elle ne dépend pas de y ; elle reste 
donc la même quelle que soit la sécante fixe PBA, et comme 
le paramètre X ne dépend que de la direction de OP, et nulle- 
ment de la position du point P sur cette direction, le lieu 
reste le même quand le poiat P se meut sur OP. 

Reharque. — Les droites OA, OB, OM et OP dont les équa- 
tions sont respectivement a = o, p = o, a + ¥ = o> * — P^ 
=n o, prennent par la transformation en coordonnées carté- 
siennes, et quels que soient les paramètres de référence, les 
formes 

P = G, Q = G, P + AQ = o, P — /tQ = o, 
ou P et Q sont des fonctions linéaires en œ et y. 

Or on sait que ces équations sont celles des rayons d'un 
faisceau harmonique. La droite OM est donc bien le lieu 
du conjugué harmonique du point P par rapport au seg- 
ment A'B'; c'est-à-dire la polaire de ce point P par rapport à 
l'angle yOx. 

Il n'est, d'ailleurS; pas indispensable de passer par l'inter- 
médiaire du retour aux coordonnées cartésiennes pour recon- 
naître que les quatre droites y. = g, p = o, a -f- ^P = o, 
a — Xp = G forment un faisceau harmonique; il suffit do se 
rappeler que, pour un point quelconque du plan, les coor- 
données a et p sont, à un facteur près, les distances de ce 
point aux axes de référence représentés par a = g et p = g. 

Plus généralement, on reconnaît, par le même raisonne- 
ment, que le rapport anharmonique du faisceau des quatre 

droites a = o, p = o, a + ^P = o, a + [xp = g est — . 






Soient, en effet, OA et OB les deux droites a = o, ^ = o, 
et OG, OD les deux droites a -f- \Ô = o, a -f- [^^ = o. Menons 
les perpendiculaires MH et MK 
d'un point M do OH sur OA et 
sur OB. 

On aura 

MH sin AOG 



MK sin BOC ' 



Mais 



MH = 4-et MK = A, 

V 




l et m étant les paramètres de référence correspondant pux 
axes OA et OB ; 

sin AOC a m 

T 



donc 



sin BOG "" p ' 
Mais, h cause de Téquation de la droite OC, à laquelle 



a 



appartient le point M, on a — = — A. 

-r. ,. sin AOG ^ m 

Delà __^-= — X— . 

sin BOG / 



On trouverait do même 



sin AOD 



m 



Donc 



sin l^OD 
sin AOG sin AOD 



'X 



sin BOG * sinBOD 
Mais on sait que le quotient 

sin AOG sin AOD 



2_ 



sin BOG * sinBOD 
est le rapport anharmoniquc du faisceau des quatre droites 
(rapport anharmoniquc des quatre points que ces droites 
déterminent sur une transversale quelconque); ce rapport 

est donc égal à — , c. q. F. d. 

Théorème. — Quand deux faisceaux de quatre droites OA, 
OB, OG, OD, et O'A', O'B', 0'G^ O'D', ont m rapport anhar- 
monique égal et un rayon homologue commun, 00' les trois poiits 
d'intersection b, c, d, des autres rayons homologuas pris deux 
à deux sont en ligne droite. 
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Nous prendrons pour triangle de référence le triangle OO'B 
formé par le rayon homologue commun 00', et deux autres 

rayons homologues 
OB et OB'. Soient res- 
pectivement a = 0, 
p= o, Y = oleséqua- 
lions de 00', de OB 
et de O'B'. 
Les rayons OC et OD 
^' ont des équations de 
la forme a-j- Xp = o, 
tt + ^'P= o, et le 
rapport anharmoni- 
que du faisceau 




A 



(0, ABGD) c pour valeur tt . 

De même les rayons O'G' et O'D' ont des équations de la 
forme a -f- [J^y = o, a -f- tx'y = o, le rapport anharmonique 

du faisceau (0', A'B'G'D') ayant pour valeur — r . Une droite 

issue du sommet b du triangle de référence est de la forme 
p -f- fcy = o. 

Si cette droite passe par le point c, intersection des droites 
OC et OC, son équation est vérifiée quand on y fait à la 
fois a -f- Xp = o et a -{- [1 Y =■ o. On aura donc identique- 

n,ent a(-i + l) = o; 



d'où 



I , k 



et A---=-i. 

L*équation de bc est donc p — -^y = o. 

On trouverait de môme que Téquation de bd est 

? — Y r = o. 



(1) 



(2) 



Mais les rapports enharmoniques (0, ÂBGD) et (0', A'B'C 
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D) étanl égaux, par hypothèse, on en conclut 

X a 



OU 



X' 



»x 



tx, 



tx 



Donc les droites (1) ci (2) se confondent; les trois points 
6, c, d sont donc en ligne droite. 

Théorème (corrélatif du précédent). — Si deux systèmes 
de quatre points en ligne droite ont un rapport anharmonique 
égal et un point homologue commun, les trois droites qui joignent 
les autres points homrobgues pris deux à deux concourent en un 
même point. — Cette proposition se démontrerait aisément 
par l'absurde, comme conséquence de la précédente ; mais 
ce mode de raisonnement ne remplirait pas notre but, et 
nous préférons établir directement le théorème, ce qui est 
d'ailleurs très facile, et ce qui fournira en même temps un 
nouvel exemple des avantages que présente l'emploi des 
coordonnées trilinéaires pour l'étude des propriétés descrip- 
tives des figures et la traduction analytique des théorèmes 
de la géométrie pure. 

Les deux systèmes donnés ayant un point homologue 
commun, soit (A,A') 
ce point; ABGD étant 
le premier système, 
et A'B'G'D' le second, 
supposons les deux 
rapports anharmo- 
niques (ABGD), 
(A'B'G'D') égaux. Joi- 
gnons deux à deux 
les points homolo- 
gues B,B' etG,G'; les droites de jonction se rencontreront en 
un point ; et considérons encore la droite OA qui unit ce 
point au point homologue commun (A, A'). 

Prenons pour triangle de référence le triangle OAB, et 
soient a = o, p = o, y = o les équations de ses côtés OA. 
OB et AB. Joignons séparément OD et OD'. 
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Les quatre droites formant le faisceau (0,CD) ont pour 
équations : 

(OA) a = G, (OB) p = G, (OC) a + ).^= G, (OD) a + X'p = o, 
et le rapport anharmonique (O.ABCD), qui est d'ailleurs celui 

des quatre points A, B, C, D, a pour valeur ^r • 

Les quatre droites formant le faisceau (0,A'B'G'D') ont de 

même pour équations : 

(OA') a = G,(OB^) p= G, (OC) a + Xp = g, (OD') a + |x? =o 

et le rapport anharmonique (0,A'B'G'D'), qui est d'ailleurs 

\ 
celui des quatre points A',B',C',D', a pour valeur — . 

Par hypothèse les deux rapports anharmoniques (ABCD)^ 
(A'B'C'D') étant égaux, on a -77- = — ; donc X' = {x. 

A jx 

La droite a -f- i^p = g est donc la même que la droite 
a + X'p = G, c'est-à-dire que OD et OD' se confondent ; la 
droite DD' qui joint les deux derniers points homologues 
passe donc par le point 0, comme les deux autres droites 
analogues BB' et GC; c. q. f. d. 

Remarque. — Il faut observer que cette démonstration et 
le théorème qu'elle établit signifient précisément que, si Ton 
coupe un faisceau de quatre droites par une sécante quel- 
conque, le rapport anharmonique des quatre points d'inter- 
section de cette sécante avec les rayons du faisceau est 
indépendant de la position de la sécante. Il ne faudrait pas 
croire néanmoins qu'il y a là un cercle vicieux; car la 

démonstration qui prouve que — exprime le rapport anhar- 

monique du faisceau des quatre droites 

a = o, j3 = G, a -f- Xp = G, ol -\- ^up =: o 

ne suppose pas du tout que l'on connaisse le théorème dont 
nous venons de parler; elle peut ne s'appuyer que sur la 
définition du rapport anharmonique d'un faisceau de quatre 
droites au moyen de ses angles, définition que nous avons 
toujours le droit d'adopter à priori. 
Quoi qu'il en soit, c'est-à-dire quelque point de départ que 
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Ton adopte, on voit que toutes ces propriétés géométriques 
intéressantes, qui découlent de la considération du rapport 
anharmonique; sont indissolublement liées les unes aux 
autres, et rien n'est plus propre à montrer leur étroite liaison 
que le nouvel instrument analytique fourni par remploi des 
coordonnées trilinéaires, puisque ces coordonnées laissent 

précisément le rapport anharmonique — en pleine évidence 

dans les équations. 

Autres applications. — En coordonnées rectilignes, on 
prend souvent des axes de coordonnées entièrement indé- 
pendants des éléments de la figure qu'on étudie, et même 
on représente, dans un grand nombre de questions, les 
droites de la figure par des équations réduites à un simple 
symbole; c'est ainsi que P = o, par exemple, représente 
souvent, pour abréger, une équation générale telle que 
Ax 4- Bî/ -}* ^ = o. Il est des cas, d'ailleurs assez fréquents, 
dans lesquels il y a avantage à faire de même en coordon- 
nées trilinéaires, c'est-à-dire à laisser le triangle de réfé- 
rence indépendant des éléments de la figure, et à employer 
des équations symboliques. Ainsi, l'équation d'une droite 
du plan, par rapport à un triangle de référance donné quel- 
conque, étant de la forme générale ma -|- np -|- py = o, nous 
représenterons souvent, pour abréger, son premier membre 
par une seule lettre a, et nous raisonnerons sur de simples 
symboles de cette nature. 

Pour mettre complètement en lumière cette manière d'o- 
pérer, prenons comme exemple l'intéressant théorème de 
Desargues sur les triangles homologiques. 

Théorème de Desargues (sur les xauNGLËs homolo- 
QiQUEs). — Quand deux triangles ont leurs sommets situés deux 
à deux sur trois droites concourantes, les points d* intersection 
des côtés pris deux à deux sont en ligne droite. 

Soient OA, OB, OC les trois droites concourantes, et ABC, 
A'B'C, les deux triangles considérés. Le triangle de réfé- 
rence restant quelconque, soient a =2 o, 6 = o les équations 
respectives de OA et de OB, et de même p = o, ç == o celles 
de AB et de A'B'. 
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L'équation de la droite AG, qui passe par le point de ren- 
contre Â des 
^' deux droites 

OA et AB est 
de la forme 
p-}-Xa=o. (1) 
Celle de la 
droite BG, qui 
passe par le 
point B, ren- 
contre de OB 
avec AB, est de 
même 

P+|a6=o. (2) 
On peut de 
même repré- 
senter les droi- 
tes A'G' et B'G' par les équations de la forme 

9 -{- X a = o (3) g -|- f*'^ = o* W 

La droite OG passant par le point G, intersection des 
deux droites (I) et (2), son équation est de la forme 

p + Xa + & (p -f" 1^^) = O' 

Gomme elle passe aussi par le point 0, intersection des 
deux droites a = o et b = o, cette équation doit être véri- 
fiée quand on y fait à la fois a = o et 6 = o, ce qui donne 
p (i -f- A) = o, d'où k = — I • 

L*équation de OG est donc, en définitive, 

Xa — [a6 = o (8) 

que Ton aurait pu trouver immédiatement en combinant par 
voie de soustraction les deux équations (1) et (2). 

De même, en retranchant (4) de (3) on trouve 

X a — [x'6 = o (6) 

qui représente la droite O'G'. 

Puisque, par hypothèse, les points G et G' sont en ligne 
droite avec le point 0, (S) et (6) doivent représenter la même 

droite. On est donc conduit à la condition --r = -2-r. 

X [X 
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Multiplions (1) par X', (3) par X, et retranchons les résul- 
tats ; il vient Xp — \qz=o. (7) 

Cette équation représente une droite passant au point de 
rencontre F de AC avec A'C, en raison même de l'opération 
de calcul qui Ta fournie; cette droite passe d'ailleurs au 
point de rencontre P' de AB (p = o) avec A'B' {q = o), 
puisque son équation est rendue identique par les hypothèses 
simultanées p = o et qr = o ; (7) est donc l'équation de la 
droite V' F. 

On reconnaît de même que la droite PP* a pour équation 

p.p — iLq=LO. (8) 

A UL 

Mais puisque -^ = -~, les équations (7) et (8) n'en font 

qu'une seule ; les droites qu'elles représentent sont confon- 
dues, et par suite les trois points P, F, P' sont en ligne 
droite ; c. q. f. d. 

— Il faut observer que les raisonnements précédents sont 
complètement applicables aux coordonnées rectilignes, en 
employant les équations sousja forme symbolique ; mais il 
n'y a là rien que de bien naturel ; car interpréter la démon- 
stration dans le système des coordonnées rectilignes, c'est 
en réalité faire usage des coordonnées trilinéaires en dégui- 
sant l'emploi de celles-ci d'une manière plus ou moins ingé- 
nieuse ; aussi pensons-nous qu'il y a lieu de proscrire cette 
façon de s'exprimer, qui n'est pas naturelle, et de restituer 
aux coordonnées trilinéaires ce qui est réellement de leur 
domaine propre. 

Théorème (réciproque du précédent). — Quand les côtés 
de deux triangles se coupent de deux à deux en trois points situés 
en ligne droite, leurs sommets sont situés deux à deux sur trois 
droites concourantes. — La démonstration que nous venons 
de donner pour le premier théorème offre encore un exemple 
de la simplicité introduite dans les calculs par l'emploi des 
coordonnées trilinéaires ; en effet, il suffit de renverser la 
conclusion pour obtenir le théorème réciproque. Les équa- 
tions des droites OC et OC étant, comme nous l'avons établi, 
(OC) Xa — [x6 = 0, (OC) X a — |/.fc' = o, 
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et celles des droites F'P' et PP' étant de même 

(FF) X p - Xç = o, (PP'') (x'p -M = o, 

rhypothèse est ici que les trois points P, F, P' sont en 
ligne droite, et, par conséquent, que les deux droites FP' et 
PP' se confondent ; on a donc 

X' [x' 

X [A 

d'où il résulte que les équations de OG et de Od' sont 
identiques ; ce qui montre que ces deux dernières droites se 
eonfondent, et, par suite, que la droite qui joint les deux 
derniers sommets G et G' passe par le point 0, où se ren- 
contrent les droites qui joignent les deux autres couples de 
sommets, AA' et BB'. 

— On pense que les deux théorèmes précédents ont été 
énoncés pour la première fois par Desargues ; ce sont eux 
que Poncelet a pris pour base de sa théorie des figures 
homologiques. — Deux pareils triangles sont, en effet, 
homologiques, ainsi que nous Texpliquerons plus loin ; le 
point et la droite PP'F' sont le centre et Vaxe d'homologie. 

— Pour donner une dernière application des formules 
relatives à la ligne droite, nous démontrerons encore le théo- 
rème suivant, très connu en géométrie ; Chaque diagonale d'un 
quadrilatère complet ^$t divisée harmoniquement far les deux 
autres. 

Nous prendrons ici, pour plus de simplicité, un triangle 
de référence particulier ; ce sera le triangle OAG formé par 
deux côtés adjacents OA et OG du quadrilatère considéré 
et par une de ses diagonales AG ; soient a = o, |î = o, 
Y = o, les équations respectives des axes de référence OB, 
OG et AG. 

La diagonale BD a une équation de la forme 

moL -{- np -\- pf = o. 

La droite OG passant par le sommet du triangle de 
référence a une équation telle que a -f- A;p =a o. 

Les coordonnées du point G, intersection de AC (y = ^) 
avec BD, satisfont à la condition ma -f- wp = o. 

Ge poini étant sur la droite OG, l'équation de c.elle-ci doit 
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être vérifiée par les coordonnées du point G ; on a donc 

c'est-à-dire afi — k — )==o. 

On en déduit k = — . 

m 

L'équation de OG est donc 

ma -f-^P =o- 

De même, les droites AD et BG ont relativement pour 
équations m(i'\- py = o einp -{- py = o. 

Si on retranche ces équations membre à membre, il vient 

ma — np = o 
qui représente une droite passant en (a = o, p = o) et au 
point K d'intersection des droites AD et BG. 

C'est donc l'équation de OH. 

Les quatre droites OA, OG, OG et OH ont donc pour équa- 
tions respectives 

a = o, P = o, ma -f- ^P = o> ^<* — np = o . 

Sur lesquelles on reconnaît la forme du faisceau harmo- 
nique ; car ( — i — ]:( — )= — i ; la transversale GDHB 
est donc divisée harmoniquement par ce faisceau ; c. q. f. d. 



QUESTION 10 

fiolution par M. Finat, du Lycée de Moulins. 



Soit AB une corde dans une parabole ^ G le milieu de AB. 
On projette le point G en G sur Taxe, et on mène par ce 
point G une perpendiculaire à AB qui rencontre Vaœe au 
point D. Démontrer que, quel que soit AB, CD est constamment 
égal à p. Déduire de ce théorème une solution du problème qui 
consiste à trouver le sommet d*une parabole connaissant deux 
points et Vaxe de la courbe. 

Déduire aussi de la propriété précédente ce théorème connu 
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que les normales ketB coupent Vaxe en des points équidistants 
du point D. (G. L.) 

I. — Je transporte le triangle CG'D en CiG'iDi, CGi étant 
un diamètre de la parabole. Le théorème connu sur la sous- 
normale donne G'D = G'^ D^ = p. 




II. Première Solution. — On a ce = 



PB 



2 



2G'D 



La distance de P au sommet s'obtiendra par une troisième 
proportionnelle. 

Deuxième Solution. — Le coefficient angulaire de la tan- 

P 
geute en B est -r— ; d'oli la construction. 
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On prend PI = CD ; on mène BI et la perpendiculaire MB 
qui coupe Taxe en M. Le milieu S du segment MP est le 
sommet de la parabole. 

Iir. — On a KR = CD = TL = p. 

On en déduit en retranchant les parties communes 

RC = KD G'T = DL. 

Or RC = CT comme projection sur le même axe de seg- 
ments égaux de la droite AB. 

Donc KD = DL. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Cartier, à Angoulême ; 
Renaud, à Bordeaux ; Griffon, à Montpellier ; Thomas, à Bar-le-Duc; Mettetal, 
à Besançon ; Lapareillé, lycée Henri IV ; Bonieux, collège Rollin. 



ECOLE CENTRALE 



CONCOURS DE 1882. — SECONDE SESSION 
Géométrie analsrtique. 

On donne dans un plan deux axes de coordonnées rectan- 
gulaires, Ox, Oy, et deux points H et H', le premier défini 
par ses coordonnées a et &, et le second symétrique du pre- 
mier par rapport au point 0. Par ce dernier point on mène 
une droite indéfinie DOE, formant avec Taxe Ox un angle 
DOo; = 6 ; on projette les points H et H' sur cette droite en 
h y K. On projette le point h ^n u sur Taxe Oa;, sur le point u 
en % sur la droite DOE ; on projette le point A en î; sur Taxe 
Oj/, et le point v en r^ sur la droite DOE ; toutes ces projec- 
tions sont orthogonales. Enfin, sur la longueur u^ v^ comme 
hypothénuse, on construit un triangle rectangle u^ Vi S, en 
menant u^ S parallèle à Oa?, et % S parallèle à Oj/. Cela 
posé, on demande : 

i^ De trouver les coordonnées du point S, en fonction des 
trois constantes a, 6, 6 ; 

2* D'écrire Téquation d'une parabole ayant le point S pour 
sommet et la droite DOE pour directrice ; 

3<* De démontrer que le lieu des foyers de toutes les 
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paraboles, en faisant varier l'angle ô, se compose d'un sys- 
tème de deux circonférences de cercle ; 

4® i)e démontrer que toutes ces paraboles sont tangentes 
aux axes de coordonnées ; 

5® De démontrer que les cordes de leurs contacts avec ces 
axes se croisent en un même point. 

Trigonométrie. 

Soient a = 4546,723 

b = 5678,304 
c = 6246,549 
les trois côtés d'un triangle ; calculer les angles et la sur- 
face. 

Épure. 

Intersection de deux cônes.— Les cônes, donl les sommets 
(5, s'), (^ 0^* respectivement pour côtés o™,o5o et o™,o8o, 
touchent suivant deux génératrices verticales, distantes de 
0^070, un même plan de front, dont l'éloignement égale 
o™,o35. Les sections de ces cônes par un plan horizontal à la 
cote o°*,09o sont deux cercles égaux (y, y)> (ïu ïi ) dont les 
rayons ont 0^,042 de longueur. 

On demande de construire les projections du corps con- 
stitué par la partie du cône de sommet (5^, 5') qui, placée de 
part et d'autre de ce sommet, et à l'extérieur de l'autre cône, 
se trouve comprise entre : 1° un plan de front, dont l'éloi- 
gnement est de o",02o ; 2® un plan horizontal, à la cote de 
o",23o, et 3^ le plan horizontal de projection. 

On indiquera à l'encre rouge les constructions employées 
pour déterminer un point de la courbe commune aux cônes 
et la tangente en ce point. 

On placera la droite ss' à égale distance des grands côtés 
du cadre, et la ligne de terre à o",i7o du petit côté inté- 
rieur. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



38. — On considère une ellipse E, rapportée à ses axes 

par les sommets on fait passer une infinité de coniques S, et 
Ton imagine une tangente commune à E et à S. Le point de 
contact de cette droite avec S décrit un lieu géométrique ;, 
on construira ce lieu, qui est une courbe du quatrième degré, 
et Ton indiquera les points qui proviennent d'une ellipse S 
ou d'une hyperbole S. (G. L.) 

39. — On considère une hyperbole H ayant pour asymp- 
totes les droites Ox, 0^; soit M un point de cette courbe ; 
par M on mène une droite parallèle à Ox, qui rencontre Oy 
en un point P. Soit Q le symétrique de P par rapport à M ; 
par le point Q, on mène à Oy une parallèle qui rencontre H 
en R; enfin, par R, on trace une parallèle à Ox ; soit D cette 
dernière droite. On propose de démontrer que tonte trans- 
versale D',menée par le point M dans le plan de Thyperbole, 
rencontre QR et H en deux points également distants 
de D. 

D' rencontre H en un point S, et la tangente en ce point 
coupe Oy au point T. Démontrer que la parallèle à D' menée 
par T, et la droite QR se coupent sur Go;: (G. L.) 

40. — On considère une ellipse Aj 

x^ . y^ 

rapportée à ses axes ; par les sommets on fait passer une 
infinité de coniques A' et Ton imagine une tangente commune 
à A et à A'. Le point de contact de cette droite avec A 
décrit un lieu géométrique. 

On construira ce lieu qui est une courbe du quatrième 
degré et Ton indiquera sur cette courbe les points qui pro- 
viennent des ellipses A' ou des hyperboles A'. (G, L) 
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41 . — On considère une hyperbole équilatère H, et une 
des asymptotes D de celte courbe; soient? et Q deux points 
fixes de H, et R un poiat mobile sur Thyperbole. i^ On 
demande le lieu géométrique des centres des cercles G 
circonscrits au triangle formé par les droites RP, RQ et D; 
2<> Ayant mené par R une perpendiculaire à D, cette droite 
rencontre le cercle G en un point I, autre que R. Trouver le 
lieu de ce point I. (G. L.) 

42. — On considère deux droites rectangulaires Ox, Oy 
sur Ox, un point fixe P ; sur Oy, un autre point fixe Q. Du 
point comme centre, avec un rayon supposé variable, on 
décrit un cercle G, et des points P et Q, on mène des tan- 
gentes au cercle G; ces tangentes se coupent en des points 
dont on demande le lieu géométrique. (G, L.) 

43. — On donne une droite terminée aux points P et Q ; 
soit R un point pris sur PQ ; du point P comme centre avec 
PR pour rayon, on décrit un cercle, et du point Q avec QR, 
un autre cercle ; on mène une tangente commune à ces 
cercles, et Ton demande de démontrer que le lieu décrit par 
les points de contact est l'ensemble de deux quartiques. 

(G. L.) 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. VAZEILLE. 
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